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Chapitre 1
Introduction
Le secteur de l’ae´ronautique fut un des pionniers en matie`re de simulation nu-
me´rique. Ce n’est pas tre`s surprenant. En effet, outre la ne´cessite´, partage´e par de
nombreux autres secteurs, de re´duire les couˆts de conception et la dure´e des cycles
de mises au point des nouveaux appareils, il y a la dimension se´curite´, de par le
risque pris lorsqu’il s’agit de faire voler un ae´ronef pour la premie`re fois. Toute
erreur de conception peut avoir des conse´quences dramatiques, d’ou` la ne´cessite´ de
valider la conception partout ou` cela est possible avant meˆme le premier vol.
La compe´titivite´ a` l’e´chelle mondiale a` laquelle sont confronte´s les acteurs du
secteur a depuis fourni d’autres bonnes raisons de se lancer a` corps perdu dans la
bataille du nume´rique : les gains en couˆt de conception et la re´duction des cycles
de de´veloppement. L’ordinateur permet en effet de re´pe´ter les simulations pour
un grand nombre de configurations a` des couˆts bien infe´rieurs a` ceux des moyens
d’essais et surtout avec des temps de re´ponse bien meilleurs. En outre il est com-
ple´mentaire des moyens d’essais, meˆme s’il a vocation a` les remplacer petit a` petit.
Ainsi la conception des avions voit le rapport entre essais et simulations s’inverser,
la conception du dernier ne´ de la chaines Airbus, l’A350, ayant fait appel essen-
tiellement a` la simulation et finalement tre`s peu aux moyens d’essais. La dure´e de
conception des avions se re´duit dans les meˆme proportions, bien que ceux-ci soit de
plus en plus complexes du fait de l’utilisation de mate´riaux composites par exemple
ou encore de part une e´lectronique de plus en plus invasive.
Cependant, si les grands groupes ont investi massivement dans la conception de
moyens de simulation nume´rique, la sous-traitance n’avait ni la compe´tence ni les
moyens financiers de se doter des meˆme armes. Alors que les cahiers des charges
des grands donneurs d’ordre comprennent une part de plus en plus importante de
validation nume´rique, la sous-traitance a de plus en plus de mal a` re´pondre aux
appels d’offre, car elle n’a ni les moyens mate´riels ni les compe´tences requises pour
effectuer les simulations requises. les spe´cialistes du secteur ae´ronautique ont appele´
ce phe´nome`ne fracture nume´rique, que l’on doit comprendre comme le de´calage
entre les attentes des uns, les grands donneurs d’ordres, et l’offre des autres, la
sous-traitance.
Le programme MOSART, du poˆle de compe´titivite´ Ae´rospace Valley 1, fut monte´
avec l’objectif de re´duire cette fracture nume´rique, en de´veloppant a` l’intention des
PME-PMI du secteur des outils afin de les aider a` monter en compe´tence dans le
domaine de la simulation nume´rique. C’est dans ce cadre que s’inscrit cette the`se,
1. http ://www.aerospace-valley.com/fr/
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qui concerne la reconstruction volumique post-simulation. Elle a e´te´ mene´e en col-
laboration avec l’entreprise Turbome´ca, leader mondial pour la construction des
turbines a` gaz e´quipant les he´licopte`res.
La recherche sur les turbines a` gaz a comme principal objectif d’optimiser le
rendement du moteur, ce qui se traduit par le soucis d’augmenter la puissance, de
diminuer le poids et l’encombrement et, particulie`rement depuis quelques anne´es, de
diminuer le volume des rejets polluants. La simulation nume´rique a pour but d’e´va-
luer la bonne circulation de l’air ainsi que les te´mpe´rature de celui-ci et des parois de
la chambre afin d’e´viter que des tempe´ratures extreˆmes en certains points mettent
en pe´ril les proprie´te´s physiques du mate´riau. De telles optimisations de la forme
de chambres de combustion aux dimensions re´duites a pour effet de complexifier
la ge´ome´trie des carters. La re´solution des e´quations de Navier-Stokes ne´cessitant
de discre´tiser l’espace selon une grille, dont la topologie est souvent impose´e par
le logiciel de re´solution, appele´ solveur, il est souvent pratiquement impossible de
mode´liser une grille qui e´pouse la forme du carter et occupe parfaitement l’espace
au sein duquel circule le fluide sans ge´ne´rer d’intersection avec le carter. Celui-ci est
lui-meˆme le plus souvent mode´lise´ par morceaux et pre´sente des discontinuite´s et
la seule solution qui s’offre a` l’inge´nieur est de mode´liser une grille diffe´rente pour
chaque partie du carter.
Se pose alors le proble`me du recollement de diffe´rentes grilles, de topologies e´ven-
tuellement diffe´rentes, afin de pouvoir mode´liser le de´placement du fluide d’une grille
a` l’autre. La complexite´ de la CAO des chambres de combustion rendant ce pro-
cessus tellement difficile, la technique chime`re a e´te´ invente´e, qui consiste a` relaxer
la contrainte de recollement parfait pour autoriser le chevauchement entre grilles.
Elle s’accompagne de re`gles de calcul permettant de ge´rer correctement ce chevau-
chement lors de la simulation mais ce n’est pas le cas ensuite et le post-traitement
des re´sultats de simulation se heurte a` ces ge´ome´tries partiellement recouvrantes
qui mettent en de´faut la plupart des traitements classiques. Par exemple, le cal-
cul de streamlines ou lignes de champs, technique courante pour la visualisation de
champs de vecteurs stationnaires, ne´cessite de pouvoir inte´grer la trajectoire d’une
particule sans masse qui serait relaˆche´e en un point du domaine. Ce qui implique,
dans un espace discre´tise´, de pouvoir de´terminer de fa con suˆre la cellule contenant
la particule afin de pouvoir e´valuer la direction et la vitesse du fluide en ce point par
interpolation des valeurs aux sommets de la cellule. Si plusieurs grilles couvrent la
zone, laquelle choisir ? Si certains logiciels de simulation reme´dient a` ce proble`me, en
proposant leurs propres solutions de visualisation, il prive les utilisateurs de l’acce`s
a` un large e´ventail de solutions de visualisation propose´s par des logiciels tiers et
notamment des logiciels OpenSource, comme ParaView.
L’objectif de cette the`se, finance´e sur les deux premiers projets du programme
MOSART 2, respectivement MACAO 3 et OSMOSES 4, e´tait de proposer une me´-
thode de reconstruction volumique post-simulation a` base chime`re. Plus pre´cise´ment
2. http ://www.mosart.org/
3. http ://www.mosart.org/MACAO/Accueil.html
4. http ://www.mosart.org/OSMOSES/Accueil.html
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il s’agissait de ge´ne´rer une partition de l’espace de simulation sans recouvrement
entre les grilles, partant de la partition telle qu’elle a e´te´ utilise´e pour la simulation.
L’inte´reˆt e´tait de disposer d’un jeu de donne´es pouvant eˆtre visualise´ ou post-traite´
avec n’importe quel logiciel tiers.
La principale contribution de cette the`se est donc une me´thode permettant
d’effectuer cette reconstruction. Les donne´es d’entre´e sont un ensemble de grilles,
de topologies et granularite´s quelconques, pre´sentant des recouvrements partiels.
Le re´sultat est un ensemble de grilles mode´lisant le meˆme espace 3D mais sans
recouvrement et sans trou. Notre me´thode consiste a` de´tecter puis de´truire certaines
cellules afin de supprimer les recouvrements puis de reconstruire une partition de
l’espace cre´e´ entre les grilles afin que l’ensemble du domaine soit couvert. Nous
pre´servons par conse´quent autant que faire se peut la topologie des grilles de de´part.
Les nouvelles grilles cre´e´es afin de boucher les trous entre grilles d’origine pre´sentent
la proprie´te´ d’eˆtre conformes aux bords, autrement dit les faces, areˆtes et sommets
en contact entre grilles adjacentes co¨ıncident.
Ce document est organise´ comme suit. Le chapitre 2 dresse un e´tat de l’art du
domaine et pre´sente notamment la technique chime`re et les me´thodes de recons-
truction de type Delaunay. Le chapitre 3 pre´sente notre me´thode de reconstruction
et le chapitre 4 les re´sultats obtenus sur un cas test industriel. Enfin le chapitre 5
est une bre`ve conclusion a` ce document.

Chapitre 2
E´tat de l’art
2.1 Introduction
Afin que le proble`me concret sur lequel nous avons contribue´ et ses tenants et
aboutissants soient bien compris, nous allons le restituer dans son contexte, a` savoir
celui de la conception de turbines a` gaz au sein de la socie´te´ Turbome´ca. Nous
pre´sentons d’abord le domaine de la visualisation scientifique. Puis nous expliquons
le principe de la simulation des e´coulements au sein de turbines a` gaz. Nous de´crivons
ensuite la technique chime`re et ce qui a motive´ notre travail. Enfin nous faisons un
e´tat de l’art sur les me´thodes de reconstruction volumique et plus particulie`rement
la te´trae´dralisation de Delaunay.
2.2 Visualisation scientifique
L’informatique est aujourd’hui omnipre´sente et assiste l’homme dans toutes ses
activite´s, qu’elles soient professionnelles ou prive´es. Les quantite´s d’informations
nume´riques dont dispose l’individu afin de faire ses choix outrepassent de´sormais
largement ses capacite´s d’analyse de l’information par les moyens habituels. Le
proble`me n’est donc plus tellement de produire l’information mais plutoˆt de parvenir
a` l’analyser et a` l’interpre´ter a` la cadence ou` elle est produite. En effet, stocker
l’information sur support magne´tique sans aucune se´lection pre´alable des donne´es
utiles, ne peut conduire qu’a` saturer les capacite´s de stockage et donc a` retarder
la destruction de l’information sans meˆme l’avoir utilise´e. Il est donc ne´cessaire de
disposer d’outils permettant de rapidement analyser les grands volumes de donne´es
afin de se´lectionner les informations utiles qu’il faudra conserver.
La visualisation scientifique consiste a` calculer une repre´sentation visuelle de
l’information de fac¸on a` en permettre une analyse rapide et efficace. Son principe
est base´ sur le fait que notre syste`me visuel est ce que nous avons de plus puis-
sant en matie`re d’interpre´tation de l’information. Outre la capacite´ d’interpre´ter les
images, nous avons e´galement une faculte´ naturelle a` reconstituer une information
tri-dimensionnelle a` partir d’une se´quence anime´e d’images 2D. La cle´ du proble`me
est alors de de´finir les patterns visuels les plus ade´quats pour repre´senter l’informa-
tion et de produire les algorithmes qui permettront de calculer automatiquement
une telle repre´sentation a` partir des donne´es brutes. Il s’agit d’un proble`me difficile
car les donne´es originales sont souvent volumineuses, multi-dimensionnelles, multi-
modales et de structure complexe. Il peut exister une information ge´ome´trique qui
servira d’ancrage pour le mapping vers l’espace de repre´sentation graphique (par
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exemple en oce´anographie il existe ge´ne´ralement un repe`re spatial) mais ce n’est
pas toujours le cas (par exemple on ne dispose pas d’une telle information pour les
e´changes de titres sur les marche´s financiers).
Les be´ne´fices de la visualisation scientifique sont nombreux. La repre´sentation
graphique est ge´ne´ralement plus e´conomique en couˆt me´moire que les donne´es dont
elle a e´te´ extraite. Le couˆt de stockage de l’information est donc moindre et la trans-
mission de cette information via les re´seaux plus rapide. La repre´sentation visuelle a
aussi l’avantage d’eˆtre universelle, ne ne´cessitant pas l’apprentissage pre´alable d’une
codification, a` l’inverse des repre´sentations code´es utilise´es par certaines commu-
naute´s. Elle est donc plus adapte´e a` l’e´change d’informations entre les diffe´rentes
communaute´s et a` la vulgarisation scientifique. Dans un contexte de compe´titivite´
accrue, la visualisation peut e´galement jouer un roˆle important dans la re´duction
des couˆts de production, la simulation sur ordinateur remplac¸ant progressivement la
re´alisation de prototypes. Ainsi en CAO la visualisation est utilise´e pour manipuler
interactivement les structures et pour repre´senter diverses quantite´s telles que la
courbure ou la nature du mate´riau. En ae´ronautique la plupart des essais en souf-
flerie ont e´te´ remplace´s par des simulations sur ordinateur. La visualisation produit
des animations permettant de voir l’e´coulement de l’air le long du profil d’un avion
et de de´tecter les e´ventuelles anomalies de conception avant la re´alisation d’un pro-
totype. Ainsi l’apport de la visualisation va de l’exploration interactive de grands
volumes de donne´s a` la conception et a` la simulation de produits en passant par
l’entrainement sur simulateur (simulateurs de vol, simulateurs chirurgicaux, . . . ).
La visualisation des e´coulements - Flow Visualization - est un des domaines
qui ont le plus contribue´ au de´veloppement de la visualisation scientifique, notam-
ment par l’inte´reˆt qu’il repre´sente pour l’industrie ae´ronautique, un des secteurs
industriels qui ont investi tre`s toˆt dans la simulation nume´rique. Les principales
techniques de visualisation des e´coulements sont les icoˆnes, les me´thodes permet-
tant d’extraire et de repre´senter des informations sur la structure du champ de
vecteurs [Helman et Hesselink, 1991], les repre´sentations e´parses a` base de stream-
lines [Turk et Banks, 1996] [Jobard et Lefer, 1997] et les repre´sentations textu-
re´es [van Wijk, 1991] [Cabral et Leedom, 1993] (voir figure 2.1). Des techniques
d’animation permettant de visualiser les champs de vecteurs sous forme de textures
en mouvement ont e´galement e´te´ de´veloppe´es [Lefer et al., 2004] [Jobard et al.,
2002].
2.3 Simulation des e´coulements en ae´ronautique
La simulation des e´coulements est un domaine de recherche critique en ae´ronau-
tique et tous les acteurs majeurs du secteur lui consacrent un budget tre`s important.
La maˆıtrise des e´coulements a en effet un impact essentiel sur la qualite´ des appa-
reils, que ce soient des avions, des he´licopte`res ou les moteurs qui les propulsent. Ici
c’est le comportement de l’appareil en vol qui est e´tudie´, la` c’est le controˆle de la
tempe´rature du moteur, mais a` chaque fois c’est la fac¸on dont un fluide, en ge´ne´ral
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Figure 2.1 – Visualisation d’un champ de vecteurs par trois repre´sentations diffe´-
rentes : icoˆnes (gauche), streamlines (centre) et texture advecte´e (droite).
l’air, s’e´coule a` l’exte´rieur ou a` l’inte´rieur d’un mode`le CAO, qui est a` la base de
l’e´tude. On ne s’inte´resse par uniquement a` la trajectoire suivie par le fluide mais on
calcule plusieurs dizaines de variables qui permettront de caracte´riser l’e´coulement
et donc de comprendre la dynamique du fluide, ses causes et ses effets, et ensuite de
raffiner la CAO afin d’ame´liorer la qualite´ de l’e´coulement et donc le comportement
de l’appareil.
La simulation de la dynamique des fluides est de´crite a` l’aide des e´quations de
Navier-Stokes. Il s’agit d’e´quations aux de´rive´es partielles non-line´aires qui de´crivent
le mouvement des fluides visqueux dans l’approximation des milieux continus. Si ces
e´quations comportent une variable temporelle, l’e´coulement est dit non stationnaire,
sinon il est dit stationnaire. Un e´coulement stationnaire a une structure stable au
cours du temps, c’est-a`-dire qu’il s’e´coule de fac¸on identique quelque soit l’instant.
La re´solution des e´quations de Navier-Stokes permet de calculer la direction
et la vitesse de de´placement du fluide en n’importe quel point a` tout instant. Il
n’est ge´ne´ralement pas possible de trouver une solution analytique a` ce syste`me
d’e´quations et on a donc recours a` des techniques d’approximation. On va ainsi
calculer un champ de vecteurs, c’est-a`-dire un ensemble de vecteurs associe´s a` des
points dans le domaine, chaque vecteur donnant la direction et la vitesse du fluide en
ce point. Le syste`me est initialise´ en fournissant des conditions initiales, autrement
dit la valeur de certaines variables au temps t=0, a` partir desquelles les valeurs
de toutes les variables du syste`me a` tous les instants seront calcule´es. On pose
e´galement des conditions aux limites pour les bords du domaine, afin par exemple
d’e´viter que les fluide ne sorte du domaine et donc pe´ne`tre dans la CAO.
Cette technique passe par la discre´tisation pre´alable de l’environnement a` l’aide
d’une grille, qui est une partition du domaine. Les noeuds de la grille de´finissent
la ge´ome´trie du domaine, chaque noeud e´tant un point donne´ par ses coordonne´es
dans l’espace. Les cellules de la grille fournissent la topologie, autrement dit la
description de la partition. Dans l’espace 3D, le seul auquel nous nous inte´resserons
dans ce document, chaque cellule de´finit un espace de´limite´ par plusieurs faces
places, chaque face e´tant a` son tour de´finie par une suite ordonne´e de ses points.
L’ensemble des cellules doit e´videmment constituer une partition valide du domaine,
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ce qui implique que chaque volume e´le´mentaire pris a` l’inte´rieur du domaine doit
eˆtre au sein d’une cellule et une seule. Ce que l’on peut aussi de´crire en disant qu’il
ne doit pas y avoir d’intersection entre cellules ni d’espace entre les cellules.
Il existe deux grandes classes de grilles (voir figure 2.2) :
– les grilles structure´es, dont les cellules et les points peuvent eˆtre adresse´s par
des coordonne´es (i,j,k) : grilles re´gulie`res, rectiline´aires, curviline´aires,
– les grilles non structure´es, non dote´es d’une organisation particulie`re.
Figure 2.2 – Les quatre types de grilles les plus utilise´es pour la simulation des
e´coulements. De gauche a` droite : grilles re´gulie`re, rectiline´aire, curviline´aire et non
structure´e.
La topologie de la grille et celle des cellules qui la composent sont souvent
tre`s lie´es : les grilles structure´es impliquent des cellules hexae´drales, du fait de
l’alignement topologique dans chacune des 3 dimensions, alors que les grilles non
structure´es sont souvent constitue´es de te´trae`dres, qui est le simplex de la dimen-
sion 3, autrement dit la forme topologique la plus simple, au sens du nombre de
points/areˆtes/faces.
Le calcul est donc base´ sur une double discre´tisation : discre´tisation spatiale,
par l’utilisation d’une grille, et discre´tisation temporelle, par le fait que l’e´tat du
fluide n’est e´value´ que pour certains instants. La pre´cision de l’approximation est
e´videmment tre`s de´pendante du pas de discre´tisation, qu’il s’agisse du pas spatial,
autrement dit la re´solution de la grille, ou du pas temporel. Plus la grille est fine et
plus le calcul est pre´cis et plus le pas de temps est faible et plus le calcul est pre´cis.
E´videmment, pour un domaine spatial donne´ et une dure´e de simulation donne´e,
plus les pas sont petits et plus le nombre de calculs a` effectuer est important. Les
inge´nieurs qui exe´cutent ces simulations recherchent donc le meilleur compromis
entre pre´cision du calcul et couˆt de ce calcul.
Inde´pendamment de la complexite´ du calcul, au sens du nombre d’ope´rations
e´le´mentaires a` effectuer, la pre´cision de la solution aux e´quations de Navier-Stokes
de´pend de la qualite´ de l’interpolation re´alise´e au sein de chaque cellule, c’est-a`-dire
le calcul de la position suivante de la particule. Les me´thodes d’approximation sont
optimise´es pour une topologie de cellule donne´e et ainsi les logiciels de simulation les
plus utilise´s dans l’industrie imposent souvent le type de grille. Un autre parame`tre
qui influence le choix de la grille est la ne´cessite´ de coller au mieux a` la CAO. Si
celle-ci a e´te´ mode´lise´e avec une grille curviline´aire, il sera beaucoup plus simple
d’utiliser une autre grille curviline´aire pour discre´tiser son inte´rieur.
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Certaines pie`ces manufacture´es sont de forme complexe, comportant plusieurs
parties connecte´es entre elles par des veines au sein desquelles un ou plusieurs flux
d’air circulent. On imagine facilement que de´finir une grille re´gulie`re qui, meˆme
en la de´formant fortement, parviendrait a` occuper parfaitement et comple`tement
cet espace, rele`ve de la gageure. Les inge´nieurs vont au contraire de´composer le
domaine en plusieurs sous-domaines, de forme assez re´gulie`re, et cre´er une grille
adapte´e a` chaque volume. L’air circulant au travers de l’ensemble, il va falloir,
au cours de la simulation, ge´rer le passage d’un sous-domaine au suivant. Ceci est
re´alise´ en de´finissant les conditions aux limites du sous-domaine destination a` partir
des valeurs aux limites en sortie du sous-domaine d’origine, a` la frontie`re entre les
deux domaines.
Agencer un ensemble de grilles afin de paver parfaitement un espace 3D de forme
complexe, autrement dit avec un recollement parfait des grilles a` leurs frontie`res
communes et avec la frontie`re du domaine, est particulie`rement ardu. La technique
chime`re facilite grandement cette e´tape et nous allons la pre´senter maintenant.
2.4 Technique chime`re
La technique chime`re est de plus en plus utilise´e pour la simulation des e´cou-
lements au sein de ge´ome´tries complexes ou lorsqu’il est ne´cessaire de raffiner la
simulation dans certaines zones de fortes turbulences du fluide. Nous la pre´sentons
maintenant et expliquons les proble`mes pose´s en post-simulation, qui ont motive´
notre travail.
2.4.1 Principe et objectifs de la technique chime`re
Le principe de la technique chime`re consiste a` paver le domaine de la simulation
avec un ensemble de grilles partiellement recouvrantes, ce qui permet de relaˆcher la
contrainte d’ajustement parfait des grilles a` leurs frontie`res communes, qui devient
tre`s difficile a` satisfaire pour des ge´ome´trie complexes. Par extension, cette technique
va e´galement permettre de raffiner le calcul dans certaines re´gions pour lesquelles
il peut eˆtre utile d’obtenir davantage de pre´cision. C’est le cas des zones ou` la
turbulence du fluide est tre`s forte. Bien capturer le mouvement du fluide au sein
des tourbillons requiert un pas de temps plus fin. Mais qui dit pas de temps plus
fin dit davantage de calculs et il est donc ne´cessaire d’ajuster le pas de temps aux
caracte´ristiques du fluide. Or les phe´nome`nes de turbulence sont ge´ne´ralement tre`s
localise´s spatialement et adopter un pas de temps adapte´ a` ces zones va conduire
a` effectuer beaucoup de calculs inutiles pour des re´gions moins turbulentes, qui ne
ne´cessitent pas une discre´tisation temporelle aussi fine. Une solution a` ce proble`me
consiste a` calculer une premie`re solution aux e´quations de Navier-Stokes avec une
grille et un pas de temps suffisants lorsque le fluide n’est pas tre`s turbulent. On
de´tecte ensuite les zones de forte turbulence puis on de´finit de nouvelles grilles de
simulation plus fines pour ces zones et on va effectuer une nouvelle simulation des
e´coulement dans ces zones en utilisant les grilles fines et un pas de temps plus petit.
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Historiquement, l’utilisation de plusieurs grilles pour re´soudre un proble`me
unique remonte aux anne´es 1966 et 1968 quand Volkow [Volkov, 1966,Volkov, 1968]
essaie ainsi de re´soudre l’e´quation de Laplace sur des re´gions avec des bords lisses
par morceaux qui sont se´pare´s par des coins. Les grilles polaires sont adapte´es au-
tour de chaque coin pour manipuler les singularite´s potentielles. La technique de
grille chime`re est de nouveau mentionne´e dans la litte´rature a` la fin des anne´es 70
par Starius [Starius, 1977, Starius, 1980], qui s’applique a` re´soudre des proble`mes
elliptiques et hyperboliques. Le terme Chime`re a e´te´ probablement introduit par
Benek et al. [Benek et al., 1983] en 1983, quand la me´thode a e´te´ utilise´e pour cal-
culer l’e´coulement bidimensionnel autour d’une aile d’avion. Le nom fait re´fe´rence
a` la beˆte mythique chime`re associant un visage humain, la crinie`re et les jambes
d’un lion, le corps d’une che`vre et la queue d’un dragon. Il a e´te´ choisi parce que
l’approche chime`re permet de combiner des grilles de formes varie´es, chacune adap-
te´e a` une configuration locale particulie`re d’un sous-domaine, a` une grille unique
couvrant tout le domaine. En 1985 Benek et al. [Benek et al., 1985] ont utilise´ la
technique chime`re pour simplifier la ge´ne´ration de grilles pour diffe´rents e´le´ments
d’un avion : fuselage, ailes et gouvernail de profondeur. Les diffe´rentes grilles sont
finalement inte´gre´es dans une grille de fond recouvrant tout le domaine. Depuis, de
nombreux travaux ont permis de valider l’approche chime`re sur diffe´rents cas d’ap-
plication : avion en phase d’atterrissage [Schwarz, 2005], e´coulements ultra-rapides
avec ondes de choc [Banks et al., 2007], etc.
Apre`s avoir de´crit la technique chime`re, nous passons en revue ses principales
applications. Puis nous posons le proble`me du traitement des re´sultats de simulation
a` base de technique chime`re.
2.4.2 Description de la technique chime`re
La technique chime`re consiste donc a` de´composer un domaine en plusieurs grilles
recouvrantes afin de pouvoir simuler un e´coulement dans un espace de ge´ome´trie
complexe. Un proble`me se pose lorsque des calculs doivent eˆtre faits dans les zones
de recouvrement : quelles variables de quelle(s) grille(s) utiliser pour le calcul ? Deux
techniques comple´mentaires mais diffe´rentes peuvent eˆtre utilise´es :
– l’interpolation : comme il n’y a pas de surface commune aux grilles en contact
puisqu’elles s’interpe´ne`trent, il n’est pas possible d’utiliser les techniques ha-
bituelles d’e´change de variables via les conditions aux limites afin de ge´rer
la continuite´ de l’e´coulement. La technique chime`re propose de calculer les
valeurs des variables devant eˆtre transmises par interpolation spatiale des va-
leurs de ces meˆmes variables dans les diffe´rentes grilles. Ceci permet e´galement
de re´aliser un me´lange entre les valeurs des deux grilles et donc d’assurer des
proprie´te´s de continuite´ au changement de grille.
– le masquage : il consiste a` de´sactiver certaines cellules de certaines grilles,
ce qui aura pour effet de ne pas tenir compte de ces cellules lors des calculs
d’interpolation. Cela permet d’ajuster la jointure des diffe´rentes grilles en
minimisant le nombre de cellules en situation de recouvrement.
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La pre´paration d’une simulation sur un maillage chime`re requiert donc la de´fi-
nition des cellules masque´es ainsi que le sche´ma d’interpolation, appele´ stencil, et
ce pour chaque zone de recouvrement. Cette e´tape de pre´traitement est appele´e
assemblage de grille.
Afin de faciliter la de´finition des masques et en particulier d’e´viter a` l’utilisateur
de masquer une a` une les cellules, on utilise des masques pre´de´finis, qui sont des
entite´s ge´ome´triques qui peuvent eˆtre positionne´es dans le domaine afin de masquer
d’un seul coup l’ensemble des cellules d’une grille qui sont a` l’inte´rieur [Wang et
Parthasarathy, 2000,Noack, 2007]. Ces entite´s ge´ome´triques peuvent eˆtre des formes
simples, telles le paralle´le´pipe`de ou la sphe`re, mais aussi des formes plus complexes
issues par exemple du mode`le CAO au sein duquel se fait l’e´coulement. Ainsi le
maillage chime`re pre´sente´ sur la figure 2.3 a e´te´ assemble´ en utilisant un masque
de´fini par la surface de l’ae´rofrein.
Figure 2.3 – Exemple d’assemblage de grille chime`re pour simuler l’e´coulement
autour d’une aile d’avion (airfoil) dote´e d’un ae´rofrein (spoiler) : une grille de fond
maillant tout le domaine (a` gauche) et une grille plus fine maillant le voisinage
de l’ae´rofrein (a` droite). Sur la grille de fond, les cellules masque´es ne sont pas
visualise´es et les cellules interpole´es sont grise´es.
Il faut toutefois redoubler d’attention lors de l’utilisation de ces masques afin
d’e´viter de cre´er des situations ou aucun sche´ma d’interpolation convenable ne pour-
rait eˆtre trouve´ afin de calculer la valeur d’une variable dont on a besoin. Il peut en
effet se trouver des points du domaine pour lesquels toutes les cellules des diffe´rentes
grilles qui le contiennent ont e´te´ masque´es. Les zones vides qui en re´sultent sont
appele´es cellules orphelines. Ceci re´sulte d’un mauvais ajustement des masques et
il est donc ne´cessaire de s’assurer qu’il subsistera au moins une cellule contenante
active pour tout point de l’espace.
Le proble`me est encore beaucoup plus complique´ quand la technique chime`re
est utilise´e pour faire des simulations ae´roe´lastiques instationnaires, autrement dit
lorsque la CAO change au cours du temps, du fait des contraintes physiques qui
s’appliquent sur l’appareil. C’est le cas d’une aile d’avion dont la forme va e´voluer
en fonction des forces qui s’appliquent, dues aux variations de portance, ou parce
que les ae´rofreins sont de´ploye´s lors de la phase d’atterrissage. Ainsi un masque
correctement re´gle´ au de´but de la simulation peut devenir non valide quelques pas
de temps plus tard. Dans ces cas l’assemblage de la grille chime`re doit eˆtre recalcule´
ou au moins ve´rifie´ a` chaque pas de temps de la simulation, en fonction de l’e´volution
de la CAO. Afin de faciliter cette taˆche re´pe´titive et donc fastidieuse, des outils
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d’aide a` l’assemblage de grilles existent. Ils permettent notamment de controˆler
automatiquement qu’aucune cellule orpheline n’est produite [Shih, 2002,Suhs et al.,
2003,Chesshire et Henshaw, 1990].
Notre partenaire industriel Turbome´ca utilise le logiciel elsA de l’ONERA [Cam-
bier et Gazaix, 2002] pour certaines simulations d’e´coulements au sein de turbines a`
gaz. Il est possible d’utiliser des maillages chime`res dans elsA et Turbome´ca e´tudie
cette possibilite´. elsA propose un outil d’aide a` l’assemblage de grilles qui ne requiert
pas de masque mais travaille directement a` partir des grilles elles-meˆmes. Cet outil
va de´terminer la liste des cellules de la grille de fond qui doivent eˆtre masque´es afin
d’obtenir une configuration chime`re exempte de cellules orphelines [Benoit et al.,
2005]. La figure 2.4 montre le re´sultat obtenu sur le meˆme cas test que la figure 2.3.
Cette me´thode pre´sente l’avantage par rapport a` l’utilisation de masques de ge´-
ne´rer une zone de recouvrement entre grilles plus petite. Cette proprie´te´ aura un
double impact positif : d’une part il a e´te´ de´montre´ que les me´thodes nume´riques
convergent alors plus rapidement [Shih, 2002] et d’autre part cela simplifiera la
gestion des re´sultats et les traitements post-simulation.
Figure 2.4 – Assemblage de grille chime`re obtenu avec l’outil propose´ dans elsA
pour le meˆme cas test que sur la figure 2.3.
2.4.3 Proble`mes des re´sultats de simulation a` base chime`re
Nous nous inte´ressons maintenant au traitement des re´sultats de simulation uti-
lisant la technique chime`re et en particulier a` la visualisation. La technique chime`re
impliquant des grilles partiellement recouvrantes, les valeurs des variables calcule´es
dans les zones recouvrantes peuvent eˆtre obtenues a` partir de l’une quelconque des
grilles recouvrantes. Cependant les valeurs ainsi obtenues sont diffe´rentes puisque
re´sultant de deux simulations diffe´rentes.
De´cider de quelle grille doit eˆtre privile´gie´e pour une zone donne´e n’est pas
complique´ pour le spe´cialiste qui a conc¸u la simulation puisqu’il s’agit de la grille
la plus fine. Cependant ceci n’est possible que si le logiciel utilise´ permet a` l’utilisa-
tion de rendre ce type d’arbitrage. On la plupart des logiciels de visualisation, tels
que ParaView, conside`rent que les maillages ne sont pas recouvrants. Soit ils vont
visualiser toutes les donne´es, et donc visualiser deux valeurs diffe´rentes au meˆme
endroit, introduisant une certaine confusion chez celui qui analyse les re´sultats, soit
ils feront un arbitrage quelconque, que l’utilisateur ne pourra maˆıtriser.
Deux approches sont propose´es dans les logiciels de simulation a` base chime`re :
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– ge´ne´rer des maillages non recouvrants. C’est la technique appele´e zipper grids
utilise´e par les logiciels FOMOCO [Chan et Buning, 1996] et MIXSUR/PO-
LYMISUR [Wigton, 2004],
– proposer des algorithmes de visualisation spe´cialement adapte´s a` ce type de
grilles. C’est l’approche retenue par le logiciel USURP [Boger et Dreyer, 2006,
Boger et al., 2008].
L’avantage de la premie`re approche est qu’elle donne acce`s a` un large e´ventail
d’outils de post-traitement. Cependant la solution propose´e par les logiciels FO-
MOCO et MIXSUR/POLYMISUR ne concerne que les maillages surfaciques alors
que les simulations d’e´coulements au sein de turbines a` gaz re´alise´es par notre par-
tenaire industriel Turbomeca utilisent des maillages volumiques.
Le principal inte´reˆt de notre partenaire Turbome´ca pour ces travaux est de
pouvoir appliquer ses outils de post-traitement actuels, a` l’aide desquels ses inge´-
nieurs estiment les performances de ses composants compresseurs et turbines. Or,
pour cela, il est ne´cessaire de disposer des variables de´crivant l’e´coulement sur un
maillage non structure´ multibloc a` mailles totalement co¨ıncidentes - donc sans re-
couvrement - couvrant l’ensemble de l’espace e´tudie´.
Notre travail a donc consiste´ a` proposer une nouvelle me´thode de reconstruction
de maillage non recouvrant a` partir d’un maillage chime`re. Pour ce faire nous allons
devoir construire une te´trae´dralisation d’un sous-espace, ce qui nous ame`ne a` parler
d’une famille de techniques bien connues que sont la triangulation de Delaunay et
ses me´thodes de´rive´es.
2.5 Triangulation et te´trae´dralisation de Delaunay
Le proble`me est le suivant. E´tant donne´ un ensemble de points du plan, on veut
ge´ne´rer un maillage a` base de triangles couvrant exactement l’enveloppe convexe de
ce nuage de points et dont les sommets sont exactement ce nuage de points. Plusieurs
algorithmes ont e´te´ propose´s pour calculer une telle triangulation mais l’un d’entre
eux est plus connu et plus largement utilise´ que tous les autres : la triangulation de
Delaunay. La raison de cette popularite´ est que l’algorithme garantit les proprie´te´s
suivantes :
– la triangulation est unique a` la condition qu’il n’existe pas quatre points
cocycliques,
– elle maximise le plus petit angle forme´ par deux areˆtes d’un meˆme triangle,
– elle minimise le plus grand cercle circonscrit.
Il existe de nombreuses applications de la triangulation de Delaunay [Auren-
hammer, 1991] [Fortune, 1992] mais nous allons nous inte´resser uniquement a` la
ge´ne´ration de maillages, qui est ce pour quoi nous allons l’utiliser. Nous discutons
e´galement deux ge´ne´ralisations de la triangulation de Delaunay : la triangulation
contrainte de Delaunay, qui impose des contraintes supple´mentaires au niveau des
faces et areˆtes, et la te´trae´dralisation de Delaunay, qui est la ge´ne´ralisation a` la
dimension trois.
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2.5.1 Triangulation de Delaunay
En deux dimensions, une triangulation d’un ensemble de sommets V est un
ensemble T de triangles home´omorphe au disque topologique qui couvre exactement
l’enveloppe convexe de V. La triangulation de Delaunay D de V, introduite par le
mathe´maticien russe Delaunay en 1934, est de´finie ainsi : pour tout triangle de
T l’inte´rieur du cercle circonscrit ne contient aucun sommet de V. Les sommets
sont autorise´s sur le cercle circonscrit. La figure 2.5 montre une triangulation de
Delaunay.
Figure 2.5 – Triangulation de Delaunay : tous les triangles sont Delaunay, c’est-a`-
dire qu’ils ne contiennent aucun sommet.
La condition sur les triangles implique la proprie´te´ suivante, qui peut eˆtre e´ga-
lement utilise´e comme une condition sur les areˆtes : si aucun sommet ne figure a`
l’inte´rieur du cercle de rayon minimal joignant deux sommets alors le segment de
droite joignant ces sommets est une areˆte de la triangulation. Une proprie´te´ qui
en de´coule est que chaque areˆte reliant un sommet a` son voisin le plus proche est
Delaunay, tout simplement parce que le plus petit cercle passant par les deux som-
mets ne peut contenir aucun autre sommets et que cette areˆte fera donc partie
d’un triangle de T . Une autre est que si tous les triangles d’une triangulation sont
Delaunay alors toutes les areˆtes de cette triangulation sont Delaunay et vice versa.
La triangulation de Delaunay d’un ensemble de sommets V est le dual du dia-
gramme de Vorono¨ı, qui est une partition de l’espace selon V, les segments et demi-
droites e´tant e´quidistantes des deux sommets qui leur sont les plus proches.
La construction de la triangulation de Delaunay pour un ensemble de sommets
V est toujours base´e sur la de´tection des triangles qui ne sont pas Delaunay. Par
de´finition ces triangles contiennent au moins un sommet de V. De´terminer si un
triangle est Delaunay consiste donc a` tester s’il contient un sommet de V. Pour
cela on peut tester le signe du de´terminant d’une matrice dont les coefficients sont
calcule´s a` partir des coordonne´es des trois sommets du triangle et de celles du
sommet conside´re´. Lorsqu’un triangle n’est pas Delaunay on bascule une de ses
areˆtes. L’ope´ration de basculement fait intervenir un triangle adjacent et consiste a`
supprimer l’areˆte commune aux deux triangles pour la remplacer par l’areˆte joignant
les deux autres sommets des triangles, comme le montre la figure 2.6.
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Figure 2.6 – Ope´ration de basculement : les triangles de droite ne sont pas Delaunay
car leur cercle circonscrit contient le quatrie`me sommet. Le basculement aboutit a`
la triangulation de gauche qui, elle, est Delaunay.
Il existe deux principales approches pour e´crire un algorithme de calcul d’une
telle triangulation. Soit on part d’une triangulation arbitraire de l’ensemble des
sommets V puis un processus ite´ratif va identifier un a` un les triangles qui ne sont
pas Delaunay et proce´der a` un basculement jusqu’a` obtenir une triangulation de
Delaunay. Soit on va partir d’un premier triangle joignant trois sommets et on va
ensuite ite´rativement ajouter les autre sommets un a` un, tester les triangles affec-
te´s par l’ajout, autrement dit incidents au dernier sommet ajoute´, et proce´der aux
basculements ne´cessaires pour retrouver une configuration Delaunay avant l’intro-
duction du sommet suivant. Il existe ensuite plusieurs variantes ayant pour objectif
de re´duire la complexite´ de l’algorithme en utilisant des structures de donne´es adap-
te´es.
La popularite´ des triangulations de Delaunay tient essentiellement a` la proprie´te´
de maximisation de l’angle minimum, qui a e´te´ de´montre´e par Lawson [Lawson,
1977]. La raison a` cela est qu’une triangulation est une mode´lisation d’une sur-
face par morceaux qui permet de mode´liser n’importe quelle forme ge´ome´trique
ou presque. Or de nombreuses fonctions mathe´matiques sont non calculables et ne
peuvent qu’eˆtre e´value´es localement via une approximation nume´rique sous forme
d’un de´veloppement en se´rie. Quand le proble`me est spatialement localise´ et en
particulier qu’il s’appuie sur un support surfacique, typiquement une triangulation,
les valeurs utilise´es sont associe´es aux sommets de la triangulation et l’approxima-
tion se fait donc sur un support constitue´ d’un ou plusieurs triangles. Or on sait
alors que la pre´cision de l’approximation nume´rique est tre`s sensible a` la re´gularite´
du support, que l’on peut de´finir comme le rapport entre les longueurs respectives
des areˆtes, celui entre pe´rime`tre et aire ou encore celui entre les angles du triangle.
On sait qu’il faut au maximum e´viter les triangles tre`s allonge´s d’ou` la pertinence
du crite`re base´ sur le plus petit angle, les petits angles caracte´risant les triangles
tre`s allonge´s. Dans le domaine de la simulation nume´rique qui nous inte´resse, cette
proprie´te´ est par conse´quent tre`s importante.
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2.5.2 Graphe planaire de ligne droite et triangulation contrainte
de Delaunay
La triangulation de Delaunay d’un ensemble de points fournit donc une triangu-
lation de l’enveloppe convexe du nuage de points et le bord de cette triangulation est
donc cette enveloppe convexe. Un proble`me classique pour lequel on recherche un
algorithme de triangulation est de construire une mode´lisation continue par mor-
ceaux d’un espace de´limite´ par son bord. Lorsque ce bord n’est pas convexe, les
algorithmes de construction de la triangulation de Delaunay, tels qu’ils ont e´te´ de´fi-
nis, ne fournissent pas la bonne solution au proble`me, tel qu’illustre´ par la figure 2.7.
Figure 2.7 – A gauche un objet de´fini par son bord concave. A droite la triangula-
tion de Delaunay ge´ne´re´e par les algorithmes pre´sente´s a` la section 2.5.1, qui n’est
pas satisfaisante.
La solution a` ce proble`me s’appelle la triangulation de Delaunay contrainte, la
contrainte e´tant de´finie par un ensemble de faces et areˆtes qui sont impose´es et par
la de´finition du bord de l’espace a` trianguler.
Un autre proble`me est que meˆme si la triangulation de Delaunay est la meilleure
au sens du crite`re d’angle minimum le plus grand, la solution obtenue peut toutefois
ne pas eˆtre satisfaisante. Autrement dit, pour un ensemble donne´ de sommets, meˆme
la meilleure solution peut eˆtre me´diocre. Ou, dit autrement, il se peut qu’il soit
impossible, avec cet ensemble de sommets, d’obtenir une triangulation de qualite´
suffisante. La figure 2.7 fournit un bon exemple : le triangle du bas est trop plat
et il n’est pas possible de trouver une triangulation valide qui ne comporte pas
ce triangle. La seule solution pour ame´liorer la qualite´ de la triangulation consiste
a` modifier le nuage de points. Il n’est ge´ne´ralement pas possible de supprimer des
points parce que ceux-ci peuvent eˆtre indispensables a` la bonne de´finition de l’objet.
Par exemple un mode`le de terrain est un objet de dimension 2, 5 qui peut eˆtre
triangule´ en 2D, en ne conside´rant que les deux premie`res coordonne´es (attention :
nous n’e´crivons pas que c’est une bonne solution !). Un point peut correspondre a` un
pic d’e´le´vation et le supprimer de´te´riorerait par conse´quent la qualite´ du mode`le de
fac¸on se´ve`re. Par contre il est possible d’ajouter des points, dits points de Steiner,
afin d’ame´liorer la qualite´ de la triangulation. Selon l’application, il conviendra de
veiller a` ce que cet ajout n’affecte pas la de´finition de l’objet. La figure 2.8 montre
ce qu’on peut ainsi obtenir, pour le meˆme objet que celui de la figure 2.7.
Ge´ne´ralisons et donnons quelques de´finitions utiles. La donne´e d’entre´e d’un al-
gorithme calculant une triangulation de Delaunay contrainte est un graphe planaire
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Figure 2.8 – Le meˆme objet que celui de la figure 2.7, triangule´ en ajoutant des
points de Steiner afin d’ame´liorer la qualite´ de la triangulation.
de ligne droite (GPLD). Un GPLD est un ensemble de sommets et de segments
satisfaisant deux contraintes :
– tout sommet d’une areˆte du GPLD doit e´galement figurer dans le GPLD,
– les areˆtes d’un GPLD ne peuvent se croiser qu’en leurs extre´mite´s.
Il existe des algorithmes afin de ge´ne´rer un GPLD a` partir d’un ensemble de som-
mets et areˆtes quelconque. La triangulation contrainte de Delaunay (CDT) T (X )
d’un GPLD X est une triangulation ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
– tout sommet de X est un sommet de T (X ),
– toute areˆte de X est une areˆte de T (X ),
– tout triangle de T (X ) est Delaunay.
Un triangle de T (X ) est dit Delaunay s’il n’existe aucun point visible depuis
l’inte´rieur du triangle qui soit a` l’inte´rieur du cercle circonscrit a` celui-ci. Un sommet
est conside´re´ comme visible depuis l’inte´rieur d’un triangle s’il existe au moins un
point de cet inte´rieur depuis lequel ledit sommet est visible. Ensuite un point est
visible depuis un autre s’il n’existe aucune intersection entre le segment reliant ces
deux points et une areˆte du GPLD. Autrement dit, la condition pour qu’un triangle
soit Delaunay dans une CDT est identique a` la condition pour une triangulation
de Delaunay classique mais on ne tient compte que des sommets qui sont visibles
depuis l’inte´rieur du triangle. La figure 2.9 montre deux exemples de CDT valides,
avec l’explication du test pour une areˆte et pour un triangle, sachant que triangles
et areˆtes doivent eˆtre Delaunay, comme pour une triangulation normale.
Une me´thode pour construire une CDT est la suivante. On part de l’ensemble
de sommets du GPLD et on calcule une premie`re triangulation s’appuyant sur cet
ensemble. Puis on ve´rifie que les areˆtes du GPLD sont bien repre´sente´es en tant
qu’areˆtes dans la triangulation. Si une areˆte du GPLD n’est pas repre´sente´e, on la
rajoute et on supprime de la triangulation toutes les areˆtes qui la coupe. Enfin, on
retriangule la zone comme illustre´ dans la figure 2.10. Une fois une triangulation
contenant tous les segments d’entre´e construite, on utilise la technique du bascule-
ment afin de rendre tous les triangles Delaunay au sens d’une CDT, avec comme
contrainte qu’on ne peut basculer une areˆte figurant dans le GPLD.
On a la proprie´te´ que parmi toutes les triangulations contraintes possibles d’un
GPLD, la triangulation contrainte de Delaunay maximise l’angle minimum et mini-
mise le plus grand cercle circonscrit. Si le GPLD ne comporte aucun segment mais
seulement des sommets, la triangulation contrainte de Delaunay est e´quivalente a`
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Figure 2.9 – Explication des conditions pour qu’une areˆte (a` gauche) et un tri-
angle (a` droite) soient Delaunay dans une triangulation contrainte de Delaunay. On
constate que des sommets figurent a` l’inte´rieur du cercle circonscrit dans les deux
cas, mais ils ne sont pas pris en compte car non visibles depuis tout point sur l’areˆte
ou a` l’inte´rieur du triangle. Cette areˆte et ce triangle sont donc Delaunay au sens
d’une CDT, ils ne le seraient pas au sens d’une triangulation normale.
Figure 2.10 – Ajout d’une areˆte du GPLD dans la triangulation existante, sup-
pression des areˆtes qui seraient coupe´es et retriangulation de la zone.
la triangulation de Delaunay.
2.5.3 Te´trae´dralisation de Delaunay
La te´trae´dralisation est l’e´quivalent de la triangulation en dimension 3. Le tri-
angle, simplex de la dimension 2, devient le te´trae`dre, simplex de la dimension 3.
La condition sur les triangles et leur cercle circonscrit devient naturellement une
condition sur le te´trae`dre et sa sphe`re circonscrite. Le GPLD, ensemble de som-
mets et areˆtes, devient un ensemble de sommets, areˆtes et faces. Malheureusement
tout n’est pas si simple : une te´trae´dralisation de Delaunay n’a pas les proprie´te´s
d’angle minimum le plus grand et de plus petite plus grande sphe`re circonscrite.
Elle a par contre la proprie´te´ d’unicite´ a` la condition qu’il n’existe pas 5 sommets
cosphe´riques.
L’ope´ration de basculement peut eˆtre de´finie en 3D : il s’agit alors d’un bascule-
ment de faces et non d’areˆtes. Cependant le basculement n’est pas toujours valide,
comme le montre la figure 2.11.
Cependant, contrairement a` la version 2D, il a e´te´ de´montre´ que l’algorithme
a` base de basculements successifs, partant d’une te´trae´dralisation arbitraire, peut
se bloquer dans un optimum local, produisant une te´trae´dralisation qui n’est pas
Delaunay. Le te´trae´dralisation peut alors contenir une face localement non Delau-
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Figure 2.11 – En haut basculement valide : le basculement transforme une confi-
guration a` deux te´trae`dres en configuration a` trois te´trae`dres, e´liminant la face
cde et inse´rant l’areˆte ab ainsi que trois nouvelles faces. Le basculement inverse est
possible. En bas : basculement non valide car la forme de de´part est concave.
nay qui ne peut pas eˆtre renverse´e par basculement, soit parce que son hexae`dre
contenant n’est pas convexe, soit parce qu’elle est contenue dans plus de trois te´-
trae`dres. A l’inverse, l’algorithme base´ sur l’insertion des sommets un a` un, partant
d’un premier ensemble de trois sommets, fonctionne e´galement pour le cas 3D.
L’ajout de points de Steiner est un processus beaucoup plus courant en 3D
qu’en 2D. La raison a` cela est qu’il est beaucoup plus difficile de construire une
te´trae´dralisation avec de bonnes proprie´te´s qu’un triangulation. Il existe meˆme des
polye`dres qui ne peuvent pas eˆtre te´trae´dralise´s sans ajouts de points de Steiner.
La figure 2.12 montre l’exemple du polye`dre de Scho¨nhardt.
2.5.4 Complexe line´aire par morceaux et te´trae´dralisation
contrainte de Delaunay
Les formes 3D utilise´es pour la simulation sont souvent beaucoup plus complexes
que des polye`dres car ils comportent des trous, peuvent avoir des composantes
relie´es par une simple areˆte, etc. Nous ge´ne´ralisons donc en introduisant la notion
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Figure 2.12 – Un polye`dre qui ne peut eˆtre te´trae´dralise´ sans ajout de points de
Steiner. La figure montre la construction de ce polye`dre : en partant du polye`dre
de gauche on fait pivoter les 3 sommets du haut en s’arreˆtant avant qu’il y ait
une auto-intersection mais suffisamment tard pour qu’il ne soit plus possible de
le te´trae´draliser sans que les te´trae`dres s’intersectent mutuellement. La condition
de visibilite´ permet de de´tecter le caracte`re invalide de la te´trae´dralisation ainsi
obtenue : aucun sommet de la face supe´rieure ne peut voir les trois sommets de la
face infe´rieure.
de complexe line´aire par morceaux (CLM), introduite par Miller et al. [Miller et al.,
1996]. Un CLM est un ensemble de sommets, d’areˆtes et de faces de´finissant une
forme ge´ome´trique de genre quelconque en 3D, comme illustre´ dans la figure 2.13.
Tout n’est cependant pas possible et certaines conditions doivent eˆtre respecte´es : les
faces sont ne´cessairement planes, elles ne peuvent avoir une intersection autrement
qu’en une areˆte ou un sommet partage´s.
Figure 2.13 – Un Complexe Line´aire par Morceaux (image prise sur le site de
TetGen [Si, 2006b]).
Il n’est pas toujours possible de calculer une te´trae´dralisation de Delaunay qui
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soit conforme a` un CLM, ne serait-ce que parce que le CLM peut lui-meˆme com-
porter des e´le´ments qui ne sont pas Delaunay. On va donc donner une de´finition
plus souple d’une te´trae´dralisation de Delaunay Contrainte : il s’agit d’une te´trae´-
dralisation qui respecte le CLM et pre´serve autant que faire se peut les proprie´te´s
d’une te´trae´dralisation de Delaunay. Avant de pre´ciser ces proprie´te´s, on de´finit
l’e´quivalent de ce dont nous disposions en 2D.
La notion de visibilite´ est de´finie de fac¸on identique au cas 2D, a` savoir que deux
points se voient si le segment qui les relie ne coupe aucune face de la te´trae´drali-
sation. A noter que deux points sur une meˆme face ou sur deux faces coplanaires
se voient. Un te´trae`dre est dit Delaunay si sa sphe`re circonscrite ne contient au-
cun sommet du CLM visible depuis l’inte´rieur du te´trae`dre. S’il ne contient aucun
sommet du CLM on dira qu’il est fortement Delaunay.
Une te´trae´dralisation contrainte T3D(X3D) d’un CLM X3D doit ve´rifier les pro-
prie´te´s suivantes :
– tous les sommets de X3D se retrouvent comme sommets de T3D(X3D),
– toutes les faces de X3D peuvent eˆtre reconstruites comme un ensemble de faces
de T3D(X3D).
Une te´trae´dralisation contrainte de Delaunay T3D(X3D) d’un CLM X3D doit
ve´rifier les proprie´te´s suivantes :
– T3D(X3D) est une te´trae´dralisation contrainte de X3D,
– tous les te´trae`dres de T3D(X3D) sont Delaunay.
Dans une te´trae´dralisation contrainte de Delaunay, chaque simplex (te´trae`dre,
triangle, areˆte ou sommet) est Delaunay. Il n’est cependant pas toujours possible
de calculer une triangulation contrainte de Delaunay pour un CLM donne´, compte
tenu de la complexite´ possible d’un CLM. Cependant, tout comme une triangulation
pouvait ne pas eˆtre satisfaisante sur le plan qualitatif bien qu’e´tant Delaunay, ce
n’est pas ne´cessairement parce qu’on aura re´ussi a` construire une te´trae´dralisation
de Delaunay contrainte qu’elle re´pondra a` l’attente de l’utilisateur. Et a` l’inverse une
te´trae´dralisation non Delaunay peut eˆtre une bonne re´ponse au proble`me. Certains
logiciels pre´fe`rent ainsi donne´ la possibilite´ a` l’utilisateur de de´finir des contraintes
qualitatives, tel que l’angle minimum, et relaˆchent la contrainte Delaunay, ge´ne´rant
des te´trae´dralisations de qualite´ (quality tetrahedral mesh [Shewchuk, 1998b]).
L’utilisation que nous ferons de ces me´thodes aura pour but de te´trae´draliser
l’inte´rieur d’une surface triangule´e ferme´e. Plus que la proprie´te´ de Delaunay, nous
sommes inte´resse´s par la qualite´ de la te´trae´dralisation obtenue et en particulier
nous souhaitons e´viter les te´trae`dres plats, aussi appele´s slivers.

Chapitre 3
Contributions
3.1 Introduction
Nous avons de´taille´ au chapitre 2 la me´thode chime`re, de´sormais largement uti-
lise´e dans l’industrie ae´ronautique, qui permet de relaˆcher les contraintes de recolle-
ment entre grilles lors de la discre´tisation d’un domaine 3D en vue de la simulation
d’un e´coulement au sein de ce domaine. La simulation va permettre de calculer les
valeurs d’un ensemble de variables - tempe´rature, pression, direction et vitesse de
l’e´coulement, etc - en chaque point de chaque grille du domaine. La phase suivante
va consister a` analyser ces donne´es afin d’e´valuer qualitativement l’e´coulement et
d’en de´duire les ajustements ne´cessaires a` effectuer afin d’optimiser les proprie´te´s
de celui-ci. Pour ce qui est des turbines a` gaz, on s’inte´resse tout particulie`rement
aux points chauds, les tempe´ratures en re´gime stationnaire maximal pouvant eˆtre
tre`s e´leve´es au point de modifier les proprie´te´s des mate´riaux en contact direct avec
le fluide, avec comme conse´quence potentielle ultime des risques de rupture et donc
d’accident tragique.
Parmi les outils d’analyse des re´sultats de simulation figurent les logiciels de
visualisation scientifique, la visualisation e´tant probablement les moyen le plus ef-
ficace et le plus ergonomique pour analyser des donne´es scientifiques spatiales. Le
proble`me avec des grilles recouvrantes, caracte´ristique de la me´thode chime`re, est
que certaines parties du domaine vont eˆtre recouvertes par plusieurs grilles. Se pose
alors la question de savoir quelles donne´es de quelle grille on prend en compte pour
l’analyse des re´sultats. La suite logicielle elsA de l’ONERA inte`gre un module charge´
de re´gler ce proble`me, qui est utilise´ par les outils de post-traitement propose´s dans
la suite. Cependant de nombreux outils spe´cialement conc¸us pour l’analyse de don-
ne´es scientifiques, dont de tre`s bons logiciels OpenSource, offrent des fonctionnalite´s
beaucoup plus performantes que celles propose´es dans elsA et les inge´nieurs ont sou-
vent recours a` ces logiciels tiers afin d’analyser les re´sultats de simulation. Il est donc
indispensable de pouvoir traiter les re´sultats de simulations a` base chime`re afin de
les rendre adapte´s a` une large famille d’outils de post-simulation.
Concre`tement l’objectif du post-traitement est d’aboutir a` un ensemble de grilles
constituant un pavage 3D du domaine de simulation qui ne comporte aucun recou-
vrement de grille et aucun trou, c’est-a`-dire aucun espace qui n’appartienne pas
a` une et une seule grille. Nous ajoutons une contrainte supple´mentaire : les faces
externes des diffe´rentes grilles doivent impe´rativement correspondre. La figure 3.1
illustre ce proble`me. Cette proprie´te´ est tre`s importante car certains algorithmes
de post-traitement vont e´chouer si elle n’est pas garantie. Par exemple un post-
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traitement tre`s courant en dynamique des fluides est le calcul de lignes de champ
ou streamlines, de´finies comme les trajectoires de particules sans masse qui seraient
laˆche´es dans le domaine et vogueraient au gre´ des courants. Ce type de ligne permet
de visualiser un e´coulement stationnaire de fac¸on tre`s satisfaisante. Une telle tra-
jectoire est calcule´e par inte´gration de la position de la particule dans le domaine et
peut donc passer d’une grille a` la suivante. A chaque nouvelle position, le vecteur
vitesse de la particule doit eˆtre re´e´value´. Ceci est fait par interpolation des vecteurs
vitesse aux sommets de la cellule contenant la particule puisque ces valeurs sont ty-
piquement stocke´es aux sommets. Il est donc ne´cessaire de connaitre a` tout instant
la cellule contenant la position courante de la particule. Lorsque celle-ci quitte une
cellule on de´termine la cellule dans laquelle elle pe´ne`tre en fonction de la cellule
d’ou` elle vient et de sa direction. On utilise pour cela les relations d’adjacence entre
cellules. Il en va de meˆme a` la jonction entre deux grilles et pour pouvoir faire ce
calcul il est ne´cessaire que, connaissant la face de la cellule quitte´e dans la grille
d’origine, on puisse identifier de fac¸on suˆre la cellule pe´ne´tre´e dans la grille d’arri-
ve´e. Ceci impose la condition de correspondance des faces des cellules a` la jonction
entre grilles.
Figure 3.1 – A gauche : configuration valide. A droite : configuration non valide.
3.2 Position du proble`me
Nous partons du principe qu’il existe une grille dite grossie`re, correspondant
ge´ne´ralement a` une premie`re simulation effectue´e sur l’ensemble du domaine, et
une grille dite fine, correspondant a` une simulation plus pre´cise portant sur une
partie seulement du domaine, typiquement la` ou` la premie`re simulation a permis
d’identifier des turbulences. Ce ne sera pas toujours le cas. L’utilisation de plusieurs
grilles recouvrantes peut e´galement avoir pour objectif de faciliter le pavage d’un
domaine a` la ge´ome´trie complexe, comme il a e´te´ explique´ a` la section 2.4. Dans
ce qui suit, nous identifierons cependant syste´matiquement une grille grossie`re et
une grille fine, plus par soucis de bien les distinguer car nous ne ferons aucune
hypothe`se quant a` leurs granularite´s respectives. A l’usage, si la granularite´ des
grilles est identique, il suffira a` l’utilisateur d’en de´signer une comme e´tant la grille
fine, sans que cela n’ait d’autre conse´quence que de privile´gier celle-ci lorsqu’il va
s’agir de de´truire certaines cellules recouvrantes.
Notre objectif va consister a` d’abord e´liminer les intersections entre les deux
grilles pour ensuite rassembler celles-ci en reconstruisant leur interface commune.
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Lorsque deux cellules, une de chaque grille, ont une intersection non vide, on va
de´truire la cellule de la grille grossie`re car les donne´es qu’elle porte sont moins pre´-
cises que celles de la grille fine. C’est un choix e´vident : pour une localisation donne´e
dans le domaine, on pre´fe`rera travailler avec les donne´es les plus pre´cises, c’est-a`-
dire celles qui ont e´te´ calcule´es avec la grille la plus fine. La figure 3.2 illustre ce
processus. La construction de la te´trae´dralisation du trou cre´e´ entre les deux grilles,
suite a` l’extrusion de la grille grossie`re, est elle-meˆme re´alise´e en plusieurs e´tapes.
Nous construisons d’abord le bord du trou afin d’obtenir une surface manifold,
donc home´omorphe a` la sphe`re topologique, englobant l’espace figurant entre les
deux grilles. Cette enveloppe est constitue´e d’une partie du bord de chaque grille
et nous la fermons ensuite avec une algorithme qui sera pre´sente´ par la suite. La
figure 3.3 illustre ce processus de construction de l’enveloppe du trou.
La seule re´fe´rence que nous ayions trouve´e dans la litte´rature qui traite du
proble`me de jonction de deux grilles par un ensemble de te´trae`dres est le travail
de [Barbier et Bonneau, 2008] [Barbier, 2009], qui construit une te´trae´dralisation
afin de lier deux grilles elles-meˆmes te´trae´driques. Le proble`me est cependant tre`s
diffe´rent car la grille grossie`re a e´te´ pre´alablement calcule`e a` partir de la grille fine,
par une succession d’ope´rations de type contraction d’areˆte. Le travail vise a` ge´rer
un effet de zoom de type focus+contexte, ou` l’utilisateur de´signe une zone d’inte´reˆt,
qui va eˆtre visualise´e en de´tails en utilisant la grille fine, le reste e´tant visualise´ avec
la grille grossie`re. L’objectif est de lier les deux grilles afin qu’il n’y ait pas de
discontinuite´ au passage de l’une vers l’autre. La me´thode retenue ensuite pour
cre´er la te´trae´dralisation consiste a` utiliser les sommets de la grille fine qui sont
imme´diatement a` l’exte´rieur de la zone d’inte´reˆt et de les de´placer vers le sommet
de la grille grossie`re vers lequel ils ont e´te´ effondre´s lors du calcul de cette grille.
De ce fait il existe une relation de type pe`re-fils entre sommets des deux grilles
qui rend cette ope´ration de jointure par e´tirement des sommets de la grille fine
systematiquement valide topologiquement, l’effondrement effectue´ lors du calcul de
la grille grossie`re ayant valide´ l’ope´ration sur le plan topologique. Cette technique
n’est pas applicable dans notre cas car :
– nous avons affaire a` des grilles sans lien topologique entre elles et donc nous
ne disposons pas d’informations sur la validite´ des de´placements que nous
pourrions appliquer,
– la me´thode de´crite dans [Barbier et Bonneau, 2008] [Barbier, 2009] utilise des
sommets de la grille fine qui sont externes a` la zone d’inte´reˆt, or nous ne
disposons pas de tels sommets puisque notre grille fine est entiere et n’est pas
un sous-ensemble d’une grille plus large.
Dans la suite nous utiliserons les symboles suivants afin de de´signer les diffe´rents
composants manipule´s par nos algorithmes :
– C : la grille grossie`re,
– F : la grille fine,
– G : la te´trae´dralisation pavant le trou, autrement dit l’espace cre´e´ entre les
deux grilles du fait de la destruction de certaines cellules de la grille grossie`re,
– ∂G : l’enveloppe externe - ferme´e par conse´quent - du trou,
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Figure 3.2 – A gauche : les deux grilles recouvrantes. Au centre : la grille grossie`re
a e´te´ extrude´e de ses cellules ayant une intersection avec la grille fine. A droite :
une troisie`me grille a e´te´ construite, qui comble parfaitement l’espace entre les deux
grilles, fournissant une partition manifold du domaine 3D.
Figure 3.3 – En haut a` gauche : la premie`re composante du bord du trou est
extraite a` partir du bord de la grille grossie`re. En haut a` droite : la deuxie`me
composante du bord du trou est extraite a` partir du bord de la grille fine. En bas a`
gauche : les deux premie`res composantes du bord du trou. En bas a` droite : le bord
du trou reconstruit en tant que surface manifold.
– C− : la grille grossie`re extrude´e, c’est-a`-dire dont les cellules ayant une inter-
section avec F ont e´te´ supprime´es,
– ∂GC : la composante de ∂G constitue´e de faces de C,
– ∂GF : la composante de ∂G constitue´e de faces de F ,
– ∂GG : la composante de ∂G constitue´e de faces cre´e´es afin de fermer ∂G.
Au cas ou` la logique utilise´es pour les symboles ne sauterait pas aux yeux du
lecteur, pre´cisons qu’ils sont tire´s de l’anglais (C pour Coarse, F pour F ine, G pour
Gap), non par souhait de´libe´re´ de snober la langue franc¸aise mais parce que cela
permettait d’e´viter les conflits et aussi parce que ce sont les meˆmes symboles qui ont
e´te´ utilise´s pour coder les algorithmes, ce qui facilite la ve´rification de la cohe´rence
entre ce qui est dans ce rapport et ce qui a e´te´ code´.
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3.3 Me´thode
Notre me´thode comporte donc 2 phases :
1. De´truire les cellules de la grille grossie`re C qui ont une intersection non nulle
avec la grille fine F .
2. Construire une te´trae´dralisation G de la zone entre C et F afin d’obtenir un
pavage sans trous du domaine initial constitue´ de 3 grilles : C, F et G.
La phase 2 consiste a` te´trae´draliser un domaine 3D ferme´, ce qui peut eˆtre re´alise´
par une te´trae´dralisation de Delaunay contrainte (voir section 2.5). Nous avons donc
besoin au pre´alable de calculer une enveloppe ferme´e qui servira de contrainte. La
phase 2 se de´compose donc ainsi :
1. Construire une enveloppe ferme´e ∂G de G.
2. Ge´ne´rer une te´trae´dralisation de Delaunay de l’inte´rieur de ∂G.
Nous allons maintenant de´tailler ces diffe´rentes ope´rations : la section 3.4 traite
de l’algorithme d’extrusion de la grille grossie`re, la section 3.5 explique comment ob-
tenir l’enveloppe de la zone comprise entre les deux grilles et la section 3.6 concerne
la te´trae´dralisation de l’inte´rieur de cette enveloppe.
3.4 Extrusion de la grille grossie`re
Cette ope´ration peut eˆtre re´alise´e a` l’aide de l’algorithme 1, qui on ne peut
plus simple. Cependant la complexite´ de cet algorithme est en O(Card(S(C)) ×
Card(C(F)) avec Card(S(C)) le nombre de sommets de la grille grossie`re et
Card(C(F)) le nombre de cellules de la grille fine, soit une complexite´ quadratique.
Afin de diminuer cette complexite´, nous allons travailler sur ses deux dimen-
sions :
1. Re´duire le nombre de cellules de F a` conside´rer pour le test d’inclusion de
chaque sommets de C.
2. Re´duire le nombre de sommets de C a` conside´rer dans la boucle principale.
Pour le premier point, une approche courante consiste a` structurer la grille fine
afin de limiter le nombre de cellules conside´re´es, en fonction des coordonne´es du
sommet de C. Dans notre cas, avec un repre´sentation dense, c’est-a`-dire qui occupe
tout l’espace compris a` l’inte´rieur de l’enveloppe de F , et une granularite´ a` peu
pre`s constante, une structuration en octree serait la plus approprie´e et aboutirait a`
une complexite´ logarithmique pour la boucle interne. Cependant nous pouvons faire
mieux car en fait nous n’avons pas besoin de savoir quelle cellule de F contient un
sommet donne´ de C mais uniquement s’il en existe une. Nous allons de´finir notre
test autrement : e´tant donne´ le bord ∂F de F , qui est une surface ferme´e, le sommet
de C est-il a` l’inte´rieur de cette surface ?
Par de´finition de la notion de grille en simulation, nous pouvons faire l’hypothe`se
que F est 1-connexe. Selon la topologie de la grille fine, tester si un point est
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Algorithme 1 Algorithme na¨ıf pour extruder la grille grossie`re.
Entre´es :
C : grille grossie`re
F : grille fine
Sortie :
C− : grille grossie`re dont les cellules ayant une intersection avec F ont e´te´ sup-
prime´es
De´but
Pour tout sommet sc de la grille grossie`re C Faire
Pour tout cellule cf de la grille fine F Faire
Si cf contient sc Alors
Pour tout cellule c de la grille grossie`re C incidente a` sc Faire
Supprimer c
Fin Pour
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour
Fin
inte´rieur a` la grille peut eˆtre simple. Par exemple si la topologie de la grille fine
est rectiline´aire, l’espace qu’elle occupe est un paralle´le´pipe`de rectangle et le couˆt
est alors de 6 tests re´els plus e´ventuellement une transformation ge´ome´trique si la
grille n’est pas aligne´e sur les axes. Cependant on voit bien que c’est une question
de ge´ome´trie du bord externe de la grille plus que de la topologie de celle-ci, meˆme
si les deux proprie´te´s sont tre`s lie´es. Or les topologies de grilles utilise´es pour la
simulation en dynamique des fluides sont le plus souvent soit curviline´aires soit
non structure´es (soupe de te´trae`dres), ce qui conduit a` des ge´ome´tries du domaine
couvert ne permettant pas des tests d’inclusion simples.
Dans le cas ge´ne´ral nous commenc¸ons par extraire le bord ∂F de F . Puis nous ef-
fectuons le test par la me´thode dite de la demi-droite. Elle consiste a` lancer un rayon
depuis le sommet de la grille grossie`re conside´re´ et a` e´valuer le nombre d’intersec-
tions avec le bord de la grille fine. Nous devons conside´rer toutes les intersection car
le bord peut eˆtre concave. Enfin, afin d’acce´le´rer encore la recherche des e´ventuels
faces intersectantes de ∂F , nous structurons au pre´alable ∂F en octree.
Pour le second point d’ame´lioration, l’approche que nous avons retenue est base´e
sur une proprie´te´ constate´e sur les donne´es sur lesquelles nous travaillons : l’inter-
section entre 2 grilles est syste´matiquement 1-connexe. Ce qui nous a conduit a`
proposer la me´thode suivante :
1. De´terminer une cellule graine de la grille grossie`re appartenant a` la zone de
recouvrement.
2. Partir de cette graine et ge´rer un parcours de proche en proche afin d’identifier
l’ensemble des cellules de la zone de recouvrement.
La premie`re e´tape peut eˆtre re´alise´e de deux manie`res :
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– rechercher au hasard, en tirant au sort des cellules de la grille grossie`re et en
effectuer un test d’inclusion, jusqu’a` trouver une cellule graine,
– demander l’assistance de l’utilisateur en lui proposant un outil interactif lui
permettant de de´signer une cellule graine.
Nous obtenons l’algorithme 2, optimise´ pour extruder la grille grossie`re, tenant
compte des ame´liorations propose´es. La complexite´ est de´sormais en O(Card(C(C−
C−))× Card(C(ln(∂F))), autrement dit le nombre de cellules de la grille grossie`re
qui ont une intersection non nulle avec la grille fine multiplie´ par le logarithme
ne´pe´rien du nombre de faces du bord de la grille fine, car nous utilisons un octree
pour structurer les faces du bord. En fait c’est un peu plus que O(Card(C(C−C−))
car nous devons e´galement tester toutes les cellules qui sont adjacentes aux cellules
de C−C−. A noter que nous avons modifie´ la boucle principale, qui porte de´sormais
sur les cellules de C au lieu des sommets de C, ce qui ne change rien en termes de
complexite´ car Card(C(C)) ≃ Card(S(C)). Card(C(C−C−)) est tre`s faible compare´
a` Card(S(C, typiquement de 3 ordres de grandeur (voir le tableau 4.2), et le nombre
de faces du bord de F est e´galement tre`s faible par rapport au nombre de cellules
de F . Sur le cas industriel pre´sente´ au chapitre 4, nous passons d’une complexite´ de
25.109 ope´rations environ avec l’algorithme 1 a` 40.103 environ avec l’algorithme 2.
L’algorithme 2 permet d’extruder la grille grossie`re. L’e´tape suivante va consister
a` constituer l’enveloppe ferme´e ∂G a` l’inte´rieur de laquelle une te´trae´dralisation
va eˆtre construite afin de boucher l’espace cre´e´ entre les deux grilles du fait de
la destruction de certaines cellules de la grille grossie`re. Il faut donc de´terminer
l’ensemble des faces qui appartiendront a` ∂G. Nous avons de´fini ces faces comme
ayant trois origines :
– des faces du bord inte´rieur de l’ensemble des cellules de C qui ont e´te´ suppri-
me´es, soit C − C−,
– des faces du bord de F qui font face a` ces meˆme faces : nous les de´finissons
comme appartenant a` des cellules de F contenant des sommets de C,
– des faces cre´e´es afin de fermer l’enveloppe du trou.
La figure 3.3 permet de situer ces diffe´rentes composantes du bord du trou ∂G.
Dans le but de diminuer la complexite´ des algorithmes en aval, qui devraient
rechercher les faces issues de C, nous comple´tons l’algorithme afin d’y construire la
liste GC des cellules de C dont certaines faces constituent une partie de ∂G. Il suffira
alors de parcourir cet ensemble afin de de´terminer la premie`re composante du bord
∂G. L’algorithme 3 donne la solution comple`te pour l’extrusion de la grille grossie`re.
Les derniers ajouts ne modifient pas la complexite´ de l’algorithme. A noter que
le test Si Ni < (Nc−2) fonctionne a` la condition que les cellules soient convexes, ce
qui est une hypothe`se raisonnable car les cellules utilise´es en dynamique des fluides
le sont (te´trae`dres, prismes, cubes, etc). Nous avons maintenant deux grilles sans
recouvrement. Il nous reste donc a` construire une troisie`me grille qui va combler
parfaitement l’espace entre les deux grilles afin d’obtenir une partition du domaine
sans trou. Comme explique´ pre´ce´demment, cette ope´ration va consister en deux
e´tapes : construire le bord de la nouvelle grille puis calculer une te´trae´dralisation de
son inte´rieur. La section suivante concerne la construction de l’enveloppe du trou.
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Algorithme 2 Algorithme optimise´ pour extruder la grille grossie`re.
Entre´es :
C : grille grossie`re
F : grille fine
cc : cellule graine de la grille grossie`re C
Sortie :
C− : grille grossie`re dont les cellules ayant une intersection avec F ont e´te´ sup-
prime´es
Variable :
∂F : liste des faces qui constituent le bord de la grille fine F
Pc : pile de cellules de la grille grossie`re C a` tester
De´but
Extraire ∂F
C− ← C
Pc ≪ cc
Marquer cc comme ayant e´te´ traite´e
Tant que Pc 6= ∅ Faire
Pc ≫ ccur
Nc ← nombre de sommets de ccur
Ni ← 0 // nombre de sommets de ccur qui sont a` l’inte´rieur de F
Pour tout sommet s incident a` ccur Faire
Si s est a` l’inte´rieur de F Alors // par lancer de rayon sur ∂F
Ni ← Ni + 1
Fin Si
Fin Pour
Si Ni > 0 Alors // Si ccur a une intersection non nulle avec F
C− ← C− − ccur // Supprimer ccur de C
−
Fin Si // Gestion du parcours de proche en proche
Pour tout cellule c adjacente a` ccur Faire
Si c n’a pas encore e´te´ traite´e Alors
Marquer c comme ayant e´te´ traite´e
Pc ≪ c
Fin Si
Fin Pour
Fin Tant que
Fin
3.5 Construction de l’enveloppe du trou
L’enveloppe du trou est constitue´e de trois composantes (voir figure 3.3), qui
sont simplement juxtapose´es :
– ∂GC : la composante de ∂G constitue´e de faces de C,
– ∂GF : la composante de ∂G constitue´e de faces de F ,
– ∂GG : la composante de ∂G constitue´e de faces cre´e´es afin de fermer ∂G.
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Algorithme 3 Algorithme complet pour extruder la grille grossie`re.
Entre´es :
C : grille grossie`re
F : grille fine
cc : cellule graine de la grille grossie`re C
Sorties :
C− : grille grossie`re dont les cellules ayant une intersection avec F ont e´te´ sup-
prime´es
GC : liste des cellules de C contenant une partie de ∂C
∂F : liste des faces qui constituent le bord de la grille fine F
Variable :
Pc : pile de cellules de la grille grossie`re C a` tester
De´but
C− ← C
GC ← ∅
Pc ≪ cc
Marquer cc comme ayant e´te´ traite´e
Tant que Pc 6= ∅ Faire
Pc ≫ ccur
Nc ← nombre de sommets de ccur
Ni ← 0 // nombre de sommets de ccur qui sont a` l’inte´rieur de F
Pour tout sommet s incident a` ccur Faire
Si s est a` l’inte´rieur de F Alors // par lancer de rayon sur ∂F
Ni ← Ni + 1
Fin Si
Fin Pour
Si Ni > 0 Alors // Si ccur a une intersection non nulle avec F
C− ← C− − ccur // Supprimer ccur de C
−
Si Ni < (Nc − 2) Alors // Si au moins une face de ccur est en dehors de
F
GC ← GC + ccur // ccur contient une partie de ∂GC
Fin Si
Fin Si
// Gestion du parcours de proche en proche
Pour tout cellule c adjacente a` ccur Faire
Si c n’a pas encore e´te´ traite´e Alors
Marquer c comme ayant e´te´ traite´e
Pc ≪ c
Fin Si
Fin Pour
Fin Tant que
Fin
Les trois sous-sections qui suivent donnent les de´tails du calcul pour chaque
composante, respectivement.
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3.5.1 Construction de ∂GC
L’algorithme 3 a permis de de´terminer l’ensemble GC des cellules de C contenant
∂GC . L’algorithme suivant a pour objectif de de´terminer ∂GC a` partir de GC , autre-
ment dit de de´terminer quelles faces de GC font partie de ∂GC . Nous en donnons la
de´finition suivante : une face appartient a` ∂GC si et seulement si elle admet deux
cellules incidentes : une appartenant a` GC et une appartenant a` C
−. La seconde
condition signifie que ∂GC est incident a` C
−, autrement dit que la composante du
bord du trou du coˆte´ de la grille grossie`re fait partie du bord de celle-ci, ce qui
permet d’assurer la condition d’absence de vide entre la nouvelle grille et les grilles
d’origine (extrude´e des cellules recouvrantes pour ce qui est de la grille grossie`re).
La premie`re condition permet non seulement de restreindre la recherche des cellules
candidates a` l’ensemble GC mais aussi de ne pas retenir les faces internes de C
−.
L’algorithme 4 imple´mente ce concept et permet donc d’extraire ∂GG .
Algorithme 4 Algorithme pour construire la composante ∂GC du bord du trou ∂G
constitue´e de faces de la grille grossie`re C.
Entre´es :
C− : grille grossie`re dont les cellules ayant une intersection avec F ont e´te´ sup-
prime´es
GC : liste des cellules de C contenant ∂GC
Sortie :
∂GC : liste des faces de C
− qui constituent la premie`re composante de ∂G
De´but
∂GC ← ∅
Pour tout cellule cg ∈ GC Faire
Pour tout face f ∈ cg Faire
Si ∃ cellule c ∈ C− : c ∩ cg = f Alors // Si f a une cellule incidente dans
C− et une autre en dehors de C−
∂GC ← ∂GC + f
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour
Fin
La complexite´ de cet algorithme est en O(Card(F (GC))), ce qui est tre`s faible
compare´ a` la taille de la grille grossie`re, comme nous l’avons explique´ a` la section 3.4.
3.5.2 Construction de ∂GF
L’algorithme suivant a pour objectif de de´terminer ∂GF a` partir de GF , autre-
ment dit de de´terminer quelles faces de GF font partie de ∂GF . Nous en donnons
la de´finition suivante : une face appartient a` ∂GF si et seulement si elle appartient
au bord de F et au moins un de ses sommets est a` l’inte´rieur de C. En effet, l’algo-
rithme 3 n’a pas affecte´ F puisque ce sont exclusivement des cellules de G qui ont
e´te´ supprime´es dans la zone de recouvrement. Par conse´quent, comme le montre la
3.5. Construction de l’enveloppe du trou 41
figure 3.3, le trou est de´limite´ coˆte´ F par le bord de F . Dans l’algorithme 3, nous
avons extrait le bord ∂F de la grille fine F , que nous re´utilisations ici. L’algorithme 5
de´termine les faces du bord de F qui composent ∂GF .
Algorithme 5 Algorithme pour construire la composante ∂GF du bord du trou ∂G
constitue´e de faces de la grille fine F .
Entre´es :
∂F : liste des faces qui constituent le bord de la grille fine F
C − C− : liste des cellules de la grille grossie`re qui ont e´te´ de´truites
Sortie :
∂GF : liste des faces de F qui constituent la deuxie`me composante de ∂G
De´but
∂GF ← ∅
Pour tout face f ∈ ∂F Faire
Pour tout sommet s ∈ f Faire
Si s ⊂ C Alors // Si s est a` l’inte´rieur de la grille grossie`re
∂GF ← ∂GF + f
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour
Fin
La complexite´ de cet algorithme est en O(Card(S(∂F)))×ln(Card(C(C−C−))),
ce qui est faible devant le nombre de cellules de la grille fine. Le logarithme est duˆ au
fait que nous structurons C(C − C−) en octree afin d’acce´le´rer les tests d’inclusion.
A noter que la composante ∂GF ainsi obtenue ne correspond pas exactement a`
l’intersection entre G et F . En effet, la de´coupe du bord de F qui est obtenue par
l’algorithme 5 suit les areˆtes de faces de F , alors que celle obtenue par l’intersection
de ∂C et ∂F n’a aucune raison de co¨ıncider avec des areˆtes de F . Se posait alors
la question de choisir une se´quence d’areˆtes interne ou externe a` cette de´coupe. Il
nous a semble´ pre´fe´rable d’opter pour la solution externe afin d’englober tout le
domaine. La figure 3.4 illustre ce proble`me.
Figure 3.4 – Recollement interne ou recollement externe : les areˆtes vertes font
partie de l’option recollement externe que nous avons adopte´e mais pas de l’option
recollement interne.
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3.5.3 Construction de ∂GG
Nous disposons de´sormais des deux premie`res composantes du bord du trou
et cette troisie`me e´tape va consister a` relier ces deux surfaces afin de former une
surface ferme´e (voir figure 3.3). Le proble`me consiste a` joindre les bords des deux
composantes par une triangulation valide. Nous commenc¸ons d’abord par extraire
les bords de ∂GC et ∂GF et nous obtenons donc deux contours ferme´s en 3D, que nous
avons symbolise´s par ∂∂GC et ∂∂GF respectivement. La triangulation qui permet
de relier ces contours peut eˆtre complexe comme le montre la figure 3.5 et trouver
un algorithme qui permet de calculer une triangulation valide, c’est-a`-dire sans
auto-intersection et sans intersection avec G− ni F est, par expe´rience, un ve´ritable
challenge quand on fait face a` des ge´ome´tries aussi complexes que celles qui nous
ont e´te´ soumises.
Figure 3.5 – La triangulation ∂GG (en magenta) permettant de recoller les deux
bords ∂GC (en jaune) et ∂GF (en vert) peut eˆtre tre`s complexe et difficilement
calculable en 3D.
Le proble`me e´tant plus simple en 2D, nous allons le traiter dans cet espace. ∂GC
et ∂GF e´tant home´omorphes au disque topologique, il existe ne´cessairement une
transformation ge´ome´trique permettant de les projeter dans le plan. Nous allons
donc calculer une telle transformation afin de projeter les deux contours dans le
plan xOz, Oy repre´sentant la normale oriente´e au plan. Le proble`me consistera
alors a` trianguler l’espace de´limite´ par deux contours ferme´s sans intersection dans
le plan en orientant la normale des triangles dans la direction Oy.
Nous commenc¸ons par de´terminer le repe`re de l’espace destination et pour cela
nous calculons d’abord un plan me´dian pour chacun des deux contours. Nous uti-
lisons une me´thode de re´gression orthogonale, qui va donc chercher a` minimiser
la distance des points au plan orthogonalement a` celui-ci. Posons le proble`me et
voyons comment on peut calculer sa solution. Donnons cette de´finition d’un plan,
qui vaut quelque soit sa dimension au demeurant :
N · (X −O) = 0 (3.1)
avec N la normale norme´e au plan, O un point de ce plan. Un point X doit
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ve´rifier cette e´galite´ pour appartenir au plan. De´finissons maintenant les sommets
de notre contour dans un repe`re de ce plan :
Xi = O + λiN + δiN
⊥
i (3.2)
avec λi = N · (Xi − O) et N
⊥
i est un vecteur norme´ appartenant au plan. Soit
Yi = Xi −O. Le vecteur joignant la projection de Xi sur le plan a` Xi vaut λiN , le
carre´ de sa longueur valant λ2i = (N · Yi)
2.
Nous voulons donc calculer l’origine O et la normale N d’un plan qui minimise-
rait la somme des distances des sommets du contour a` ce plan. Nous de´finissons donc
une fonction d’e´nergie E(O,N) =
∑n
i=1 λ
2
i , avec n = Card(S(contour)) le nombre
de sommets du contour, que nous allons chercher a` minimiser en de´terminant O et
N . Pour cela nous l’exprimons en notation matricielle :
E(O,N) =
n∑
i=1
(Y Ti [NN
T ]Yi) (3.3)
Puisque nous recherchons le minimum de cette fonction, nous posons que sa
de´rive´e s’annule lorsqu’elle est minimale, ou`, pour revenir a` notre plan, que toute
le´ge`re modification de son orientation a` partir de l’orientation optimale conduit a`
une augmentation de l’e´nergie, ce qui s’e´crit :
∂E(O,N)
∂O
= −2[NNT ]
n∑
i=1
Yi (3.4)
La de´rive´e s’annule donc quand
∑n
i=1 Yi = 0, ce qui fournit l’origine du plan :
O =
1
n
n∑
i=1
Xi (3.5)
Puisque O est de´sormais connu, nous pouvons e´valuer N . Pour cela, reprenons
l’e´quation 3.3 dont nous de´duisons par simple proprie´te´s de commutativite´ :
E(O,N) = NT
(
n∑
i=1
YiY
T
i
)
N = NTM(O)N (3.6)
Nous obtenons donc l’expression d’une forme quadratique dont la matrice est
M(O) et nous savons que le minimum d’une telle forme correspond a` la plus petite
valeur propre de ladite matrice. Une analyse en composantes principales du syste`me
repre´sente´ par la matrice M(O) nous permet de calculer N et notre plan me´dian
est ainsi comple`tement de´fini. Pour information la matrice M(O) vaut :
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M(O) =


∑n
i=1 (xi − a)
2
∑n
i=1 (xi − a)(yi − b)
∑n
i=1 (xi − a)(zi − c)∑n
i=1 (xi − a)(yi − b)
∑n
i=1 (yi − b)
2
∑n
i=1 (yi − b)(zi − c)∑n
i=1 (xi − a)(zi − c)
∑n
i=1 (yi − b)(zi − c)
∑n
i=1 (zi − c)
2


(3.7)
Une fois que nous avons ainsi calcule´ un plan me´dian pour chaque contour, nous
en de´duisons un plan me´dian global, dont l’origine est le point me´dian entre les
origines des deux plans et la normale la moyenne des normales des deux plans. La
normale a` ce plan me´dian de´finit l’axe Oy et deux vecteurs orthonorme´s de ce meˆme
plan comple`tent la de´finition du nouveau repe`re, dont l’origine est de´finie comme la
moyenne des coordonne´es des barycentres des points de chaque contour, respecti-
vement. Il reste a` calculer deux matrices de passage et nous avons maintenant deux
contours plans.
Nous pouvons de´sormais appliquer notre algorithme. Les transformations n’af-
fectant que les sommets, autrement dit la ge´ome´trie, la topologie reste identique
quelque soit l’espace dans lequel on travaille. Afin d’e´viter de devoir effectuer la
transformation inverse, nous effectuons une copie des sommets avant d’effectuer la
transformation ge´ome´trique. Une fois la triangulation calcule´e en 2D, il suffit de
recopier la ge´ome´trie ainsi sauvegarde´e pour obtenir la triangulation 3D.
Construire une bonne triangulation reste ne´anmoins un proble`me plus complique´
qu’il n’y parait. Nous allons la construire pas a` pas en partant d’une premie`re areˆte
joignant deux sommets, un de chaque contour, en rajoutant une nouvelle areˆte a`
chaque e´tape, qui de´finit un nouveau triangle, comme le montre la figure 3.6. Il nous
faut donc avant tout :
• de´terminer la premie`re areˆte : nous choisissons la paire de sommets, un de
chaque contour, les plus proches l’un de l’autre,
• re´ordonner si besoin les sommets des contours afin que leurs parcours soient
cohe´rents entre eux et conduisent a` une bonne orientation de la surface cal-
cule´e, soit vers l’exte´rieur de ∂G.
Figure 3.6 – Construction pas a` pas de la triangulation ∂GG joignant ∂∂GC et
∂∂GF .
A chaque e´tape, nous devons choisir entre deux configurations de triangles pos-
sibles, comme illustre´ sur la figure 3.7.
Mais nous devons d’abord nous assurer que les deux triangles sont valides. Nous
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Figure 3.7 – Choix du prochain triangle a` construire : areˆte rouge ou areˆte verte ?
effectuons pour cela deux tests, chacun ayant pour objectif d’e´viter un type de
configuration. Ce choix n’est pas fonde´ the´oriquement, autrement dit nous n’avons
pas cherche´ a` prouver que ces deux tests e´taient suffisants pour garantir la validite´
de la triangulation. Il re´sulte de taˆtonnements et a e´te´ valide´ expe´rimentalement,
ce qui signifie que les configurations de maillages qui nous ont e´te´ livre´es par notre
partenaire industriel ont toutes pu eˆtre traite´es sans que nous puissions de´tecter de
configuration non valide. Les deux tests sont les suivants :
– controˆle de l’orientation de la surface : nous avons de´termine´ l’orientation de la
surface qui correspond a` l’exte´rieur de G et nous ve´rifions donc que le triangle
conside´re´ est bien oriente´, ce qui revient a` tester le signe de la composante Y
de la normale puisque nous sommes dans le plan xOz,
– controˆle de la non inclusion d’aucun sommet de ∂∂GC∨∂∂GF dans le triangle :
nous effectuons un test strict, autrement dit un triangle dont un sommet de
∂∂GC ∨ ∂∂GF serait sur une des areˆtes est conside´re´ non valide, les sommets
du triangle e´tant e´videmment exclus du test.
La figure 3.8 montre les deux types de configurations que chacun des deux tests
permet de rejeter. S’il est simple de ve´rifier la bonne orientation d’un triangle en
2D, on comprend qu’en 3D c’est plus complique´ car les contours ne sont pas plans
et par conse´quent il est impossible de de´finir une orientation de normale ou meˆme
un demi-espace dans lequel les normales seraient conside´re´es comme valides.
Figure 3.8 – A gauche : le triangle est non valide car il englobe un espace hors de
la bande de´limite´e par les bords ∂∂GC et ∂∂GF . La valeur alge´brique de son aire est
ne´gative et ceci est de´tecte´ en testant le signe de la composante Y de sa normale. A
droite : le triangle est non valide car il englobe un sommet de l’un des deux bords.
On comprend aussi en observant la figure 3.8 que plus les contours vont eˆtre
proches l’un de l’autre et plus les proble`mes e´voque´s vont eˆtre fre´quents. En ad-
mettant qu’a` l’origine les deux contours e´taient approximativement de la meˆme
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taille, une fois projete´s dans le plan, ils vont s’intersecter a` plusieurs reprises et les
proble`mes vont eˆtre si fre´quents que nous ne serons plus en mesure de trouver une
triangulation valide, alors qu’en 3D, du fait de l’espace existant entre les contours,
il est d’autant plus facile de trouver une triangulation satisfaisante. Autrement dit
ce qui est simple en 3D devient complique´ en 2D et a` l’inverse les situations dif-
ficiles en 3D, notamment lorsque deux contours de dimensions tre`s diffe´rents sont
tre`s proches l’un de l’autre, sont plus simples a` traiter en 2D. Afin d’e´viter ces pro-
ble`mes, nous appliquons une mise a` l’e´chelle d’un des deux contours afin d’obtenir
la configuration de la figure 3.9. Nous pre´fe´rons agrandir ∂GF plutoˆt que ∂GC car
ce contour comporte plus de points lorsqu’il correspond effectivement a` une grille
de granularite´ plus fine et ceci permet d’augmenter l’espace entre les points et donc
d’obtenir des triangles moins allonge´s, meˆme si on sait tre`s bien qu’une fois la trans-
formation inverse applique´e, cela ne changera rien mais il est toujours pre´fe´rable
d’e´viter les triangles trop allonge´s, meˆme temporairement.
Figure 3.9 – A gauche : les deux contours ∂∂GC et ∂∂GF en 3D. A droite : les
meˆmes contours une fois projete´s dans le plan et ∂∂GF mis a` l’e´chelle d’un facteur
3. Le repe`re destination est dessine´ en noir, l’axe Oy e´tant plus long que les deux
autres.
Lorsque deux triangles sont valides, nous effectuons un choix qualitatif. Nous
avons expe´rimente´ plusieurs crite`res de qualite´ (rapport aire a` pe´rime`tre le plus
grand, plus grand plus petit angle, aire la plus grande, plus courte areˆte la plus
longue) pour finalement choisir, expe´rimentalement, le suivant : nous comparons les
deux diagonales (les areˆtes en rouge et en vert sur la figure 3.7) et choisissons le
triangle comportant la diagonale la plus courte (donc le triangle 1 sur la figure 3.7).
L’algorithme 6 permet de construire la triangulation ∂GG qui joint les deux
autres composantes ∂GC et ∂GF du bord du trou ∂G.
La complexite´ de cet algorithme est en O(Card(S(∂∂GC)) × Card(S(∂∂GF ))),
la` encore ne´gligeable devant celle de l’algorithme 3. La figure 3.5 montre la tri-
angulation du bord du trou obtenue par l’enchainement des algorithmes pre´sente´s
ci-dessus. Nous allons maintenant utiliser cette triangulation en tant que contrainte
pour notre te´trae´dralisation de Delaunay. Nous pouvons ve´rifier sur la figure 3.10
que les trois composantes de l’enveloppe sont correctement oriente´es, c’est-a`-dire
vers l’exte´rieur.
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Figure 3.10 – Les trois composantes de l’enveloppe ∂G sont bien oriente´es vers
l’exte´rieur.
3.6 Tetrae´dralisation de l’inte´rieur de l’enveloppe
Nous utilisons une te´trae´dralisation a` bord conforme de Delaunay (voir cha-
pitre 2.5.3) afin de pre´server la proprie´te´ de co¨ıncidence du bord du trou avec le
bord des deux autres grilles. Ainsi l’algorithme n’ajoutera pas de points de Steiner
dans le bord mais seulement a` l’inte´rieur si besoin. Elle est base´e sur l’algorithme de
Si et al. [Si, 2010] et par conse´quent nous ne de´taillons pas davantage cet algorithme.
Un point me´rite attention toutefois : l’algorithme de Si et al. [Si, 2010] ge´ne`re
une te´trae´dralisation, ce qui implique que l’enveloppe est ne´cessairement une trian-
gulation. Or, comme le montre la figure 3.3, les bords extraits de nos grilles n’ont
pas toujours cette proprie´te´. Dans ce cas, l’algorithme de Si et al. va pre´alablement
trianguler la surface et la proprie´te´ de conformite´ du bord sera perdue. Afin de
pallier ce proble`me, nous commenc¸ons par de´tecter les cellules non triangulaires du
bord ∂G. Ensuite, pour chacune d’elles, nous ge´ne´rons une cellule 3D incidente a`
la face posant proble`me, du coˆte´ de l’inte´rieur du trou. Pour cela nous cre´ons un
point inte´rieur au trou sur lequel vont s’appuyer les autres faces de la cellule. Ce
point est choisi sur la normale a` la face externe passant par son barycentre, a` une
distance raisonnable afin d’e´viter les angles trop fins mais en ve´rifiant qu’elle est
a` l’inte´rieur du trou et suffisamment e´loigne´e de son bord. Puis nous rede´finissons
le trou en l’extrudant de la nouvelle cellule. Concre`tement nous supprimons de ∂G
la face posant proble`me et la remplac¸ons par les autres faces de la cellule 3D qui
vient d’eˆtre cre´e´e. Cette cellule sera rajoute´e a` la te´trae´dralisation calcule´e par l’al-
gorithme de Si et al. afin de constituer la partition du trou, qui n’est alors plus
une te´trae´dralisation puisque comportant des cellules 3D d’ordre plus e´leve´. Nous
garantissons alors la conformite´ de l’enveloppe du trou avec les grilles d’origine.
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Algorithme Complexite´ # ope´rations
Extrusion de C O(Card(C(C − C−))× Card(C(ln(∂F))) 40.103
Construction de ∂GC O(Card(F (GC))) 12.10
3
Construction de ∂GF O(Card(S(∂F)))× ln(Card(C(C − C
−))) 130.103
Construction de ∂GG O(Card(S(∂∂GC))× Card(S(∂∂GF ))) 30.10
3
Table 3.1 – Tableau re´capitulatif des complexite´s des algorithmes mis en oeuvre
dans le traitement. Le nombre d’ope´rations est celui obtenu pour le cas test fourni
par notre partenaire industriel, qui est pre´sente´ au chapitre 4.
3.7 Complexite´
Nous avons donc mis au point diffe´rents algorithmes permettant, a` partir de deux
grilles recouvrantes C et F , de ge´ne´rer une partition non recouvrante du domaine
constitue´e de trois grilles :
– C− : la grille C ampute´e des cellules ayant une intersection avec F ,
– F ,
– G : une grille faisant une jointure parfaite entre C− et F au sens ou` les faces
en contact a` la jointure entre les diffe´rentes grilles co¨ıncident.
Le tableau 3.1 re´sume les complexite´s des diffe´rents algorithmes mis en oeuvre.
Afin de fixer les ide´es des valeurs nume´riques sont donne´es. Elles ont e´te´ calcule´es
a` partir des nombres de sommets et faces ou cellules des diffe´rentes structures
ge´ome´triques obtenues pour le cas test industriel pre´sente´ au chapitre 4. Il ressort
que la complexite´ maximale est a` l’ordre 5 (130.103). Ramene´ a` la taille des grilles
traite´es, en l’occurrence deux grilles d’environ 200 000 sommets et autant de cellules,
soit a` l’ordre 5, cela signifie que nous sommes a` l’ordre N, N e´tant le nombre
d’e´le´ments a` traiter. Nous sommes donc line´aires par rapport a` la taille du proble`me
a` traiter, ce qui de´montre que nous sommes parvenus a` maˆıtriser le couˆt de nos
algorithmes.
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Algorithme 6 Algorithme pour construire la composante ∂GG du bord du trou ∂G.
Entre´es :
C− : grille grossie`re dont les cellules ayant une intersection avec F ont e´te´ sup-
prime´es
F : grille fine
Sortie :
∂GG : liste des faces cre´e´es afin de fermer ∂G
De´but
∂GG ← ∅
∂∂GC ← bord de GC
∂∂GF ← bord de GF
Permuter les sommets de ∂∂GC et ∂∂GF afin que l’areˆte (∂∂GC [0], ∂∂GF [0]) soit
la plus courte
Re´ordonner les sommets de ∂∂GC et ∂∂GF afin que le sens positif des indices
corresponde a` l’orientation de la surface vers l’exte´rieur de ∂G
∂GG .geometrie()← ∂∂GC .geometrie() + ∂∂GF .geometrie()
Calculer un plan me´dian Plc(Oc, ~Nc) supportant ∂∂GC
Calculer un plan me´dian Plf (Of , ~Nf ) supportant ∂∂GF
Calculer Pl(O, ~N) tel que O = (Oc +Of )/2 et ~N = ( ~Nc + ~Nf )/2
Construire 2 matrices de passage Mc et Mf du repe`re d’origine vers le repe`re lie´
a` P
Mf ← Scale(3) ·Mf ou` Scale(3) est une matrice de mise a` l’e´chelle
Cc ←Mc · ∂∂GC
Cf ←Mf · ∂∂GF
ic ← Card(Cc)− 1
ic ← 0
if ← Card(Cf )− 1
jf ← 0
Re´pe´ter
P0c ← Cc[ic]
P1c ← Cc[jc]
P0f ← Cf [if ]
P1f ← Cf [jf ]
Si ¬IsV alid(P0c, P1c, P0f ) Alors
choice← 1
Sinon Si ¬IsV alid(P0c, P1f , P0f ) Alors
choice← 2
Sinon
lc ←Max(P0cP1c, P0cP0f , P1cP0f )
lf ←Max(P0cP1f , P0cP0f , P0fP1f )
Si lc < lf Alors
choice← 1
Sinon
choice← 2
Fin Si
Fin Si
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Si choice = 1 Alors
∂GG .topologie()← ∂GG .topologie() + (P0c, P1c, P0f )
jc ← ic
ic ← ic − 1
Si jc = 0 Alors
Re´pe´ter
∂GG .topologie()← ∂GG .topologie() + (P0c, P1f , P0f )
jf ← if
if ← if − 1
Jusqu’a` jf = 0
Fin Si
Sinon
∂GG .topologie()← ∂GG .topologie() + (P0c, P1f , P0f )
jf ← if
if ← if − 1
Si jf = 0 Alors
Re´pe´ter
∂GG .topologie()← ∂GG .topologie() + (P0c, P1c, P0f )
jc ← ic
ic ← ic − 1
Jusqu’a` jc = 0
Fin Si
Fin Si
Jusqu’a` jc = 0 ∧ jf = 0
Fin
Chapitre 4
Imple´mentation et re´sultats
obtenus
4.1 Introduction
Tous les algorithmes pre´sente´s ont e´te´ imple´mente´s en C++ en utilisant la li-
brairie VTK 1 [Schroeder et al., 2006] et inte´gre´s au logiciel ParaView 2 [Kitware,
2008]. La figure 4.1 montre une capture d’e´cran de Paraview avec notre plugin en
action, en version de´boggage, c’est-a`-dire que le plugin produit alors, en plus des
trois grilles C−, F et G, tous les e´le´ments interme´diaires permettant de controˆler la
bonne exe´cution : GC , GF , ∂GC , ∂GF , ∂GG , ∂∂GC , ∂∂GF , ∂∂GG , space (repe`re 2D),
∂∂GC
2D et ∂∂GF
2D (respectivement ∂∂GC et ∂∂GF apre`s projection dans le repe`re
2D). La te´trae´dralisation est re´alise´e en utilisant la librairie TetGen [Si, 2006b]
de´veloppe´e par Hang Si.
Figure 4.1 – Une vue de l’application ParaView avec notre plugin en action.
Ceci nous a permis de visualiser toutes les structures de donne´es interme´diaires,
1. http ://www.vtk/org
2. http ://www.paraview.org
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depuis les deux grilles de de´part jusqu’aux trois grilles d’arrive´e. Toutes les figures
qui suivent sont des captures d’e´cran re´alise´es avec le logiciel ParaView.
4.2 Notre plugin ParaView en action
Nous allons pouvoir observer le de´roulement de la me´thode du de´but a` la fin.
Pour cet exercice, nous avons extrait deux morceaux de grilles intersectantes fournies
par notre partenaire industriel afin d’obtenir des tailles de grilles assez simples pour
pouvoir bien observer ce qui se passe mais pas trop afin d’obtenir des configurations
non triviales et surtout repre´sentatives des jeux de donne´es qui nous ont e´te´ soumis.
Le tableau 4.1 re´sume les caracte´ristiques des jeux de donne´es visualise´s par la suite.
Symbole Type de structure # sommets # cellules Type(s) de cellule
C Grille non structure´e 749 622 Te´trae`dres, prismes, hexae`dres
F Grille non structure´e 686 516 Te´trae`dres, prismes, hexae`dres
∂GC Mesh surfacique ouverte 61 42 Quads
∂GF Mesh surfacique ouverte 80 64 Quads, triangles
∂GG Mesh surfacique ouverte 141
3 278 Triangles
∂G Mesh surfacique ferme´e 141 384 Quads, triangles
G Te´trae´dralisation 141 961 Te´trae`dres
Table 4.1 – Caracte´ristiques des jeux de donne´es utilise´s afin de mettre en e´vidence
le fonctionnement de notre me´thode.
La figure 4.2 montre les deux grilles de de´part. La grille grossie`re est en bleu,
meˆme si sa granularite´ n’est pas tre`s diffe´rente de celle de la grille fine, ce qui va
nous permettre de ve´rifier que notre me´thode ne fait pas d’a priori sur la granularite´
des grilles.
La premie`re phase du traitement consiste a` extruder la grille grossie`re C de
ses cellules ayant une intersection avec la grille fine F , ce qui est re´alise´ par l’al-
gorithme 3. La figure 4.3 montre le re´sultat obtenu. A gauche l’ensemble GC des
cellules de C qui ont une intersection avec la grille fine et doivent eˆtre supprime´es.
Cet ensemble est notamment utilise´ dans l’algorithme 4 afin d’acce´le´rer la recherche
des faces de C qui participent a` ∂GC . A droite les deux premie`res des trois grilles
constituant le re´sultat final du traitement, a` savoir la grille grossie`re ampute´e des-
dites cellules C− et la grille fine F , faisant apparaˆıtre le trou G.
L’e´tape suivante consiste a` extraire la premie`re composante GC de l’enveloppe
du trou G, ce qui est re´alise´ par l’algorithme 4. Ensuite on extrait le bord ∂∂GC de
cette composante surfacique, qui sera utilise´ afin de fermer l’enveloppe du trou. La
figure 4.4 montre le re´sultat obtenu.
On fait ensuite de meˆme pour la deuxie`me composante GF de l’enveloppe du
trou G, qui est extraite a` partir de F par l’algorithme 5. Ensuite on extrait le bord
∂∂GF de cette composante surfacique, qui sera utilise´ afin de fermer l’enveloppe du
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Figure 4.2 – Les deux grilles de de´part : C et F .
Figure 4.3 – La situation apre`s la premie`re e´tape, a` savoir l’extrusion de la grille
grossie`re. A gauche : GC . A droite : C
− et F .
trou. La figure 4.5 montre le re´sultat obtenu.
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Figure 4.4 – L’extraction de ∂GC puis de ∂∂GC .
Figure 4.5 – L’extraction de ∂GF puis de ∂∂GF .
Nous avons de´sormais deux contours ferme´s ∂∂GC et ∂∂GF et l’e´tape suivante
va consister a` les relier par une triangulation ∂GG . Pour ce faire nous calculons une
transformation ge´ome´trique permettant de projeter les deux contours dans le plan
xOz et de mettre a` l’e´chelle ∂∂GF afin de re´ussir cette triangulation. La figure 4.6
montre les deux contours en 3D et leurs projete´s respectifs dans le plan.
Nous appliquons maintenant l’algorithme 6 afin de calculer la triangulation.
La figure 4.7 montre le re´sultat obtenu dans le plan puis apre`s application de la
transformation inverse afin de revenir dans l’espace 3D.
La figure 4.8 permet d’appre´cier la qualite´ de la reconstruction de l’enveloppe
du trou, qui e´pouse parfaitement les ge´ome´tries des deux grilles C et F .
La dernie`re phase de notre me´thode consiste a` calculer une te´trae´dralisation a`
bord conforme de l’inte´rieur du trou. Au pre´alable nous devons nous assurer de la
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Figure 4.6 – Les deux contours ferme´s ∂∂GC et ∂∂GF en 3D puis projete´s dans le
plan xOz. Le repe`re 2D est en noir, l’axe Oy e´tant plus long que les deux autres.
Figure 4.7 – A gauche : la triangulation ∂G} de l’espace de´limite´ par les deux
contours ∂∂GC et ∂∂GF . A droite : la meˆme triangulation en 3D, en jaune, apre`s
application de la transformation inverse, ainsi que les contours ∂∂GC et ∂∂GF , le
bord ∂∂GC et la grille G
−.
bonne orientation de chaque polygone de ∂G, ce qui est obtenu par construction
comme le montre la figure 4.9.
4.3 Validation sur un cas test industriel
La figure 4.10 montre un jeu de donne´es grandeur re´elle issu d’un mode`le de
turbine a` gaz. On constate le recouvrement partiel entre les deux grilles, qui ne
concerne qu’une petite partie de chaque grille mais a` des localisations particulie`re-
ment critiques pour l’e´tude de l’e´coulement puisque dans la zone ou` celui-ci entre
en contact avec la paroi de la turbine. Le tableau 4.2 re´sume les caracte´ristiques de
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Figure 4.8 – Deux vues permettant d’appre´cier la construction de l’enveloppe du
trou sur lesquelles on distingue les e´le´ments suivants : les deux grilles G− et F , les
deux contours ∂∂GC et ∂∂GF ainsi que la composante ∂GG de l’enveloppe du trou.
ce jeu de donne´es et des structures calcule´es par notre me´thode.
Symbole Type de structure # sommets # cellules Type(s) de cellule
C Grille non structure´e 203000 189312 Te´trae`dres, prismes, hexae`dres
F Grille non structure´e 130368 120960 Te´trae`dres, prismes, hexae`dres
C
− Grille non structure´e 202399 188673 Te´trae`dres, prismes, hexae`dres
G Grille non structure´e 1206 10241 Te´trae`dres
Table 4.2 – Caracte´ristiques du jeu de donne´es grandeur re´elle fourni par notre
partenaire industriel.
Le re´sultat obtenu est visualise´ sur la figure 4.11.
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Figure 4.9 – Nous pouvons ve´rifier la bonne orientation de la surface de l’enveloppe
du trou ∂G en tout point.
Figure 4.10 – Le jeu de donne´es fourni par notre partenaire industriel : deux blocs
d’une turbine a` gaz en configuration chime`re.
4.4 Aspects qualitatifs
Nous allons maintenant tenter d’e´valuer la solution propose´e selon trois crite`res :
robustesse, ge´ne´ralite´ et passage a` l’e´chelle.
4.4.1 Robustesse
Il s’agit d’estimer dans quelle mesure notre me´thode permet d’obtenir un re´sultat
de qualite´ satisfaisante pour une configuration donne´e. Nous ne parlons pas de la
robustesse du code mais de celle de la me´thode elle-meˆme. Parmi les diffe´rents
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Figure 4.11 – Au dessus : le re´sultat apre`s application de notre me´thode, avec la
grille extrude´e C−, la seconde grille F et la te´trae´dralisation de l’espace compris
entre les deux G. En dessous : la te´trae´dralisation construite par notre me´thode.
algorithmes qui ont e´te´ propose´s, il apparaˆıt que le seul dont la fiabilite´ est sujette a`
caution est la me´thode de triangulation afin de connecter ∂GC et ∂GF pour fermer le
bord du trou ∂G. Rien ne prouve en effet qu’une fois la transformation ge´ome´trique
inverse applique´e, il n’y aura pas de faces intersectantes au sein de ∂G, ce qui
mettrait en pe´ril l’e´tape suivante de te´trae´dralisation de l’espace inte´rieur a` ∂G.
Expe´rimentalement, nous n’avons pas rencontre´ ce proble`me mais cela tient peut-
eˆtre a` la chance, le nombre de configurations sur lesquelles l’algorithme a pu eˆtre
teste´ e´tant limite´. Il s’agit du principal point qui me´riterait davantage d’attention
si ce travail devait eˆtre poursuivi et valide´ plus avant.
4.4.2 Ge´ne´ralite´
Il s’agit ici de de´terminer quel est l’e´ventail des configurations de mode´lisations
volumiques a` base chime`re qui peuvent eˆtre traite´es par notre me´thode. Ceci re-
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couvre deux caracte´ristiques diffe´rentes :
– la topologie des grilles,
– la complexite´ de leurs chevauchements : nombre et configuration.
Les principales topologies de grilles utilise´es pour la simulation en dynamique
des fluides sont les grilles structure´es - re´gulie`res mais surtout curviline´aires - et non
structure´es. Notre plugin supporte tous types de grilles. Lorsque la grille grossie`re
est non structure´e, nous supprimons tout simplement les cellules intersectantes.
Lorsqu’elle est structure´e, nous avons recours a` la technique de masquage propose´e
par ParaView et qui permet, comme son nom l’indique, de masquer certaines cel-
lules. Ceci est imple´mente´ avec un drapeau de type boole´en et a e´te´ ne´cessaire car
par de´finition il ne peut y avoir de trous dans une grille re´gulie`re, dont les cellules
sont adresse´es par un triplet (i, j, k).
Pour ce qui est de la complexite´ des chevauchements entre grilles, nous avons
fait l’hypothe`se d’une seule intersection entre deux grilles donne´es ou, formule´ au-
trement, de la 1-connexite´ de la zone d’intersection. Cette hypothe`se est suffisante
par rapport aux jeux de donne´es qui nous ont e´te´ fournis. La relaxer aurait deux
implications qui peuvent eˆtre re´solues assez facilement :
– appliquer notre me´thode autant de fois que ne´cessaires, afin de reconstruire
se´pare´ment toutes les zones d’intersection entre les deux grilles,
– de´tecter les diffe´rentes zones d’intersection, ce qui peut eˆtre confie´ a` l’utilisa-
teur, qui pourrait de´signer, avec l’IHM de ParaView, une cellule graine pour
chaque zone.
Enfin le proble`me de la configuration ge´ne´rale d’un ensemble de grilles avec
multiples recouvrements entre elles, que chaque paire de grilles donne lieu a` une
ou plusieurs intersections voire ze´ro, peut eˆtre traite´ d’une manie`re similaire, c’est-
a`-dire en appliquant la me´thode pour chaque intersection entre deux grilles. Le
seul proble`me qui compliquerait singulie`rement la taˆche serait celui ou` plus de deux
grilles ont une intersection en une meˆme zone. Cependant nous n’avons pas rencontre´
ce cas de figure et il ne semble pas qu’il soit repre´sentatif de ce qui est pratique´
dans les bureaux d’e´tudes, l’utilisation de la technique chime`re ne dispensant pas
du soucis de limiter les zones de chevauchement.
4.4.3 Passage a` l’e´chelle
Il s’agit essentiellement d’e´valuer que le passage a` des jeux de donne´es de grande
taille ne va pas rendre la me´thode inope´rante ou difficilement utilisable. Le proble`me
ici concerne avant tout la complexite´ calculatoire et le couˆt me´moire. Nous avons
fait une e´tude de complexite´ a` la section 3.3 qui a mis en e´vidence une complexite´
line´aire. Nous avons pu ve´rifier ces ordres de grandeur en mesurant les temps d’exe´-
cution pour la reconstruction du jeu de donne´es pre´sente´ dans le tableau 4.2 sur
un ordinateur portable de type MacBook Pro. Les temps obtenus figurent dans le
tableau 4.3 et sont en millisecondes. L’interface sous ParaView de notre me´thode
propose a` l’utilisateur de de´signer une cellule graine mais par de´faut il n’y en a pas.
Nous avons donc effectue´ les mesures dans les cas avec et sans cellule graine. On re-
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marque que la technique du parcours par voisinage, qui est applique´e lorsqu’il existe
une cellule graine, a permis de diviser le temps d’exe´cution total par un facteur 8
environ et surtout nous permet d’obtenir un temps de traitement interactif puisque
nous sommes a` un peu plus d’une seconde pour des jeux de donne´es de plusieurs
centaines de milliers de cellules. Meˆme en l’absence de cellule graine, nos optimi-
sations permettent d’obtenir des temps de traitement tre`s raisonnables puisque de
l’ordre de 10 secondes.
Etape
Algorithmes Sans graine Avec graine
correspondants Dure´e (ms) Proportion Dure´e (ms) Proportion
Extrusion de C 3 9328 96,75% 920 74,61%
Construction de ∂G 4,5,6 256 2,66% 256 20,76%
Construction de G Tetgen 57 0,59% 57 4,62%
Total 3,4,5,6,Tetgen 9641 100% 1233 100%
Table 4.3 – Temps d’exe´cution obtenus avec le jeu de donne´es pre´sente´ dans le
tableau 4.2.
Chapitre 5
Conclusion
Le programme MOSART re´unit acteurs de la recherche et industriels afin de
concevoir et de´velopper ensemble des outils de simulation nume´rique pour le do-
maine de l’ae´ronautique. Dans ce contexte nous avons e´te´ amene´s a` de´velopper
une me´thode de reconstruction volumique post-simulation afin de post-traiter des
re´sultats de simulation a` base de grilles chime`res. Nous avons propose´ plusieurs algo-
rithmes permettant de reconstruire la partition en plusieurs e´tapes : extrusion d’une
des deux grilles recouvrantes, appele´e grille grossie`re, construction de l’enveloppe
de l’espace entre les deux grilles sous forme de mesh manifold, te´trae´dralisation de
l’inte´rieur de l’enveloppe. pour chaque paire de grilles recouvrantes, notre me´thode
produit trois grilles : la grille grossie`re ampute´e des cellules intersectantes, la grille
fine, qui n’est pas modifie´e, et une nouvelle grille a` base de te´trae`dres comblant
parfaitement l’espace entre les deux autres grilles.
Les principales proprie´te´s de notre me´thode sont les suivantes :
– il n’y a aucune contrainte sur la topologie des grilles en entre´e : grilles struc-
ture´es ou non structure´es,
– les proprie´te´s des grilles de de´part sont pre´serve´es autant que faire se peut
puisque seules les cellules en intersection sont supprime´es, les autres sont
conserve´es a` l’identique,
– la nouvelle grille est a` bord conforme avec les deux autres grilles, ce qui rend
robuste l’exe´cution de tous les calculs post-traitement qui pourraient eˆtre
effectue´s en aval,
– la complexite´ the´orique de notre me´thode est line´aire et les temps de calculs
obtenus expe´rimentalement ont confirme´ cette proprie´te´. Nous proposons ainsi
une me´thode de reconstruction pouvant eˆtre utilise´e dans le cadre d’un travail
interactif puisque les temps de calcul sont de l’ordre de la seconde.
Un cas d’utilisation courant de la me´thode chime`re est la simulation des e´coule-
ments dans une configuration ou` les obstables sont mobiles, l’inte´ret e´tant d’e´viter
de rede´finir le jeu de grilles a` chaque pas de temps, le de´placement de certaines
grilles attache´es aux parties mobiles se traduisant par une zone de recouvrement
qui change d’un pas de temps au suivant. Ceci signifie que la reconstruction volu-
mique effectue´e pour un pas de temps n’est plus valide au pas de temps suivant.
Dans ce genre de configuration, disposer d’une me´thode aussi efficace que celle que
nous avons propose´e est d’un grand inte´reˆt pour le de´pouillement de re´sultats de
simulation comportant des milliers de pas de temps.
Toutefois certains points reste a` ame´liorer :
– ge´ne´raliser et automatiser le processus afin que l’ensemble des intersections
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entre grilles soient identifie´es et traite´es, sans pour autant aller jusqu’a` se
passer de l’aide de l’utilisateur, dont nous avons vu qu’elle e´tait ne´cessaire
afin de limiter la complexite´ des traitements,
– ame´liorer l’algorithme de construction de la triangulation permettant de
joindre les bords respectifs des deux premie`res composantes de l’enveloppe
du trou, la robustesse de notre me´thode n’e´tant pas prouve´e sur ce point.
Notre me´thode a e´te´ inte´gralement imple´mente´e en tant que plugin du logiciel
OpenSource ParaView, ce qui permet a` l’utilisateur de la connecter a` un tre`s grand
nombre de traitements et de techniques de visualisation afin d’analyser visuellement
les re´sultats de simulation a` base chime`re ou de sauvegarder le nouveau maillage en
vue d’un usage ulte´rieur.
L’inte´reˆt majeur de cette contribution est de permettre l’analyse et le post-
traitement des re´sultats de simulation a` base chime`re et par la` meˆme l’adoption de
cette me´thode de simulation par les bureaux d’e´tude.
Il est par ailleurs fort probable qu’il existe de nombreuses applications ou` des
proble`mes de jonction de grilles quelconques se posent et pour lesquelles une me`-
thode d’une telle efficacite´ algorithmique pourrait constituer une solution inte´res-
sante. Il conviendra donc d’explorer de nouveaux domaines d’application.
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Reconstruction Volumique de Re´sultats de Simulation a` Base
Chime`re
Re´sume´ : La simulation nume´rique des e´coulements est une e´tape essentielle de
la conception des turbines a` gaz e´quipant les he´licopte`res. La recherche permanente
de la performance a conduit a` des ge´ome´tries de turbines tre`s complexes et il
devient de plus en plus difficile de mode´liser des grilles de simulation qui e´pousent
parfaitement la CAO des moteurs. La technique chime`re permet de s’affranchir
des contraintes de recollement parfait des diffe´rentes grilles en autorisant leur
chevauchement. Cependant elle soule`ve de nouveaux proble`mes lors de la phase de
post-traitement, lorsqu’il s’agit d’exploiter les re´sultats de simulation afin de faire
de nouveaux calculs ou de les visualiser, parce que les outils usuels ne sont pas
adapte´s a` ces configurations particulie`res.
Dans le cadre des deux premiers projets du programme MOSART du poˆle de
compe´titivite´ Aerospace Valley, respectivement MACAO et OSMOSES, nous
avons travaille´ en collaboration avec l’entreprise Turbome´ca a` la conception d’une
me´thode de reconstruction volumique afin de traiter les re´sultats de simulations a`
base chime`re. Nous avons ainsi propose´ une me´thode permettant de reconstruire
une partition de l’espace de simulation exempte de chevauchement entre grilles.
La nouvelle partition conserve le maximum des proprie´te´s des grilles d’origine et
assure en tout point la conformite´ aux bords. La complexite´ the´orique est line´aire
avec la taille des grilles d’origine et nous permet d’obtenir des temps de traite-
ment de l’ordre de la seconde pour des grilles de plusieurs centaines de milliers de
mailles. Le principal inte´reˆt de ce travail est de permettre l’acce`s aux nombreuses li-
brairies de post-traitement pour analyser les re´sultats de simulations a` base chime`re.
Mots-cle´s : Visualisation scientifique, traitement post-simulation, recons-
truction volumique, ge´ome´trie algorithmique, te´trae`dres.

Volumetric Reconstruction of Chimera Based Simulation Results
Abstract : Computationnal fluid dynamics is an essential step in gas turbine
modelling. Continuous optimization of turbines has led to sophisticated geometries,
which raise severe issues for the design of adapted simulation grids. The chimera
technique aims at relaxing geometry matching constraints by allowing grids overlap.
However, post-processing of simulation results performed over chimera grids raises
new issues because usual tools are not tuned for such geometric configurations.
In the framework of the MOSART programme of the world competitiveness
cluster Aerospace Valley, we have been working in collaboration with Turbomeca
in order to develop a new method for the volumetric reconstruction of chimera
simulation results. We propose a new method that allows us to build a new
set of non-overlapping grids while preserving the main properties of the former
simulation grids and featuring boundary conforming property everywhere. The
theorical complexity of our algorithms has proved to be linear in the size of the
former grids and leads to computation times of a few seconds for grids of hundreds
of thousands of cells. The main impact of this work leads in the possibility of using
any post-processing tool, including a large number of OpenSource solutions, for
post-processing chimera simulation results.
Keywords : Scientific Visualization, Post-Simulation Processing, Volume-
tric Reconstruction, Geometry Processing, Tetrahedra.
